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Spilleregler

I denne note skal vi studere en “optimal spilstrategi” i det spil, som i fjernsynet gar
under navnet Mandags Chancen. Spillets regler er som fglger: I ni felter pa et braet er
pa tilfeldig made anbragt fglgende belgb: 2 stk. 10.000, 2 stk. 25.000, 2 stk. 50.000,
2 stk. 100.000 og 1. stk. 250.000. Spilleren kender belgbene, men ved ikke i hvilke
felter, de enkelte belgb er placeret, eftersom de er dekket af et gummilag. Spilleren
far nu lov til at skrabe ét felt af gangen, dog hgjst tre felter i alt. Det er tilladt inden et
tredje skrab at “stige af” og modtage det sidst skrabede belgb. Foretager spilleren
derimod et tredje skrab, sa er han ngdsaget til at modtage det belgb, der matte vise
sig her.

10.000 | 50.000 | 250.000

25.000 | 50.000 | 10.000

25.000 | 100.000 | 100.000

Stopstrategier

Spgrgsmalet er nu, hvilken stopstrategi spilleren skal valge for at optimere sine mu-
ligheder? Hvad der menes med disse ord er selvfglgelig en subjektiv vurdering.
Maske star spileren lige og mangler 50.000 kr. til en motorcykel, hvorfor det er vig-
tigt for ham, at han vinder mindst 50.000 kr. Personen vil da méske valge at stoppe
pa 50.000 kr. selvom han vil have en god mulighed for at vinde endnu mere. For ham
er det maske vigtigere, at han ikke er uheldig og kun vinder 10.000 kr. eller 25.000
kr. Vi skal fgrst have en definition:

Definition

Med begrebet en optimal stopstrategi vil vi mene en strategi, der ved gentagne
spil vil give en stgrre eller mindst lige sd stor forventet gennemsnitlig gevinst,
som ved anvendelse af enhver anden stopstrategi.




Mandags Chancen er et spil, der ikke er mere omfattende, end at det kan analyseres 1
handen. I spil med et meget stort antal spiludfald kan det vere ngdvendigt at anvende
computer til analysen. I visse tilfelde vil end ikke verdens stgrste computer have
kapacitet nok til at udregne den bedste strategi indenfor en rimelig tid. For at fa en
idé om den bedste strategi i Mandags Chancen er det en god idé at betragte en for-
enklet udgave af spillet, for eksempel ét, hvor der er fire felter med belgbene 10.000,
10.000, 20.000 og 30.000 og muligheder for at skrabe hgjst to gange.

10.000 | 20.000

30.000 | 10.000

Ovelse 1

1) Overvej, om du vil stoppe, hvis du i fgrste skrab far
a) 10.000
b) 20.000
c) 30.000

2) Antag, at vi gnsker at @ndre belgbet pa den stgrste premie. Hvad skal belgbet
mindst @ndres til, fgr du skifter mening med hensyn til at stoppe/ikke stoppe i
spgrgsmal 1b) ovenfor?

3) Prgv at give en matematisk opskrift, med hvilken man kan afggre, om man skal
stoppe/ikke stoppe efter fgrste skrab.

Man kan danne sig et vist overblik over situationen ved at tegne et sakaldt udfalds-
tree. Forgreningerne viser de mulige udfald, nar der skrabes. De involverede belgb er
B, =10.000, B, =20.000, B, =30.000. Lad os vedtage at kalde et udfald for udfald
1, hvis B, skrabes, udfald 2 hvis B, skrabes og udfald 3, hvis B, skrabes. P4 figuren

nedenfor har jeg indtegnet to forgreningsniveauer, svarende til de to skrabemulighe-
der. De skraverede felter reprasenterer “udsolgte” belgb. Ved hver forgrening kan
man angive sandsynligheden for at fa det pagaldende udfald, givet den viden, man
har om de belgb, der allerede er skrabet. I forste forgrening er sandsynligheden for
udfald 1, udfald 2 og udfald 3 henholdsvis %2, ¥4 og V4.



10.000 | [ 20.000 ]
)

3

Ved 2. forgrening ved man hvad der blev skrabet i1 fgrste omgang. Lad os sige, at
forste skrab gav udfald 2. Da vil der til et eventuelt sidste skrab kun vare 2 stk.
10.000 og 1 stk. 30.000 tilbage. Derfor vil sandsynligheden fra udfald 1 og udfald 3
vare henholdsvis 2/3 og 1/3, mens udfald 2 ikke kan forekomme (se skravering).

a—

Ovelse 2

Udregn de manglende sandsynligheder for udfaldene i1 2. forgreningsniveau og ind-
tegn dem i udfaldstraet.

Lidt Teori

Set over mange spil, sa vil man gennemsnitligt fa mest ud af det, safremt man fglger
den sékaldte optimale Snell-strategi eller bare Snell-strategien. Den er defineret ved:

Man stopper spillet, sdafremt man i gennemsnit ikke kan forvente at opnd
mere ved at fortscette spillet, underforstdet under brug af Snell-strategien.

At denne strategi er fornuftig er vel heller ikke sa merkeligt: Hvorfor fortsatte spil-
let, hvis man gennemsnitligt ikke kan forvente at vinde mere ved at fortsette?

For at kunne analysere Snell-strategien er det hensigtsmassigt med et lidt mere
generelt setup, hvor vi tillader op til N skrab, hvor antallet af forskellige belgb er n,
og hvor belgbene er B, B,, ..., B,. Som tidligere vil vi kalde et udfald for udfald 1,

hvis B, skrabes, udfald 2 hvis B, skrabes, etc.



Som tidligere set, giver spillet anledning til et udfaldstra. En position heri er beskre-
vet ved de udfald &, k,, ..., k,, man m@der ved at ga bagla®ns tilbage i treet til traets

rod. Man kan sige, at med informationen I =(k,,k,,..., k) kender man de udfald,

der allerede er forekommet i1 de hidtidige skrab, inklusiv r&kkefglgen. Til hver posi-
tion / 1 udfaldstreet kan vi nu definere nogle stgrrelser:

P, (k) Sandsynligheden for et udfald & i n@ste skrab, givet informationen /.

V, Den forventede gennemsnitlige gevinst ved at fortseette med at skrabe, givet

informationen /.

F, Den forventede gennemsnitlige gevinst, givet informationen /.

Bemark, at nar vi her taler om den forventede gennemsnitlige gevinst, sa mener vi
under anvendelse af Snell-strategien.

Man noterer sig, at den forventede gennemsnitlige gevinst lgbende @ndrer sig,
nar man skraber Igs. Det, der er tilbage at skrabe, ath@nger nemlig af informationen

1. Derfor benyttes betegnelsen den forventede gennemsnitlige gevinst, givet I. Tilsva-
rende med de andre to stgrrelser. Man far nu nemt fglgende sammenheng, idet B,

er det sidst skrabede belgb:

(D F, = max(B, ,V,)

Identiteten (1) er en direkte konsekvens af, at man velger at stoppe, hvis det sidst
skrabede belgb B, er mindst lige s stort som den gevinst, man i gennemsnit vil

kunne forvente at opna ved at fortsette. Vi har desuden fglgende:

n

@) Vv, = Y (Ptk)-F,)

k=1

hvor I, = (k,k,,....k,, k). I summen (2) kan det forekomme, at visse af F, ’erne

ikke har mening. Dette sker hvis der ikke er flere udfald k tilbage i de uskrabede fel-
ter. I disse tilfeelde vedtager vi den konvention at lade det vaere underforstaet, at man
undlader de pageldende led i summen. Derved bliver udtrykket for V, korrekt.

Identiteten (2) udtrykker, at den forventede gennemsnitlige gevinst ved at fortseette
med at skrabe fra position / fas ved at udregne det vejede gennemsnit af de forvente-
de gennemsnitlige gevinster i de positioner /, , man vil kunne na med det ekstra

skrab. Nar Snell-strategien sattes pa formel, far den fglgende udseende: Man stopper
forste gang Bk, 2V,.



Snell-strategien anvendt pa det forenklede spil

Lad os analysere, hvordan Snell-strategien udmgnter sig i tilfeldet med det forenk-
lede skrabespil. Sandsynlighedsvagtene er allerede udregnet i gvelse 2 eller fgr. I
gvrigt er Snell-strategien defineret rekursivt bagfra, sa for at bestemme de enkelte V-
vaerdier og F-verdier, ma vi “trevle” situationen op ved at begynde med det sidste
forgreningsniveau i udfaldstreet, altsa niveau N =2, og derfra arbejde os baglens
igennem traeet. Se i gvrigt figuren pa side 6.

Niveau 2

I hgjeste niveau starter vi med F-vardierne.
= B, = 10.000 F, = B, = 20.000 F, = B, = 30.000

Fl,l 1
F,, = B, = 10.000 F,, = B, = 30.000
F,, = B, = 10.000  F,, = B, = 20.000

Begrundelse: Man har foretaget de maksimalt to skrab, som er tilladt. Dermed er man
ngdsaget til at beholde det, man har faet i sidste skrab. Dette er sa samtidigt lig med
den forventede gennemsnitlige gevinst, givet udfaldet af de to fgrste skrab.

Niveau 1

Fgrst udregnes V-vardierne ved hjelp af (2):

V, = Y B(k)-F, = 1-10.000+1-20.000+1-30.000 = 20.000

P,(k)-F,, = 2-10.000+1-30.000 = 16.666,67

V, =

=
Il
M- I ID-

P3(k)'F3,k =

w o

-10.000++-20.000 = 13.333,33

>~
1l
—_

Herefter kan F-vardierne findes ved hjlp af (1):

= max(B,,V,) = max(10.000; 20.000) = 20.000
max(B,,V,) = max(20.000;16.666,67) = 20.000
max(B;,V;) = max(30.000;13.333,33) = 30.000
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Niveau 0

Fgrst udregnes V-verdien ved hjelp af (2):

3
V = Y P(k)-F, = £-20.000+1-20.000+1-30.000 = 22.500
k=1

og da der endnu ikke er skrabet noget felt i niveau 0, sd er F =22.500.

I udfaldstraet for det forenklede skrabeproblem pa side 3 har jeg anbragt nogle tom-
me felter. Det er meningen, at man her skal anfgre de til positionen hgrende V-vaerdi-
er. Ifglge ovenstaende beregninger kommer det udfyldte tre til at se ud som pa figu-
ren nedenfor. Man ser, at man skal stoppe spillet, hvis man skraber 20.000 eller
30.000 1 fgrste skrab, for i disse tilfelde er det sidste og eneste skrabede belgb stgrre
end den tilsvarende V-verdi, som er den forventede gennemsnitlige gevinst ved at
fortsaette. Maske var det den samme strategi du fandt pa i gvelse 1?

10.000 | 20.000 20.000

3
[20.000 | 16.666,67 — ]
3

30.000 | 13.333,33 \%
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Ovelse 3

1) Undersgg den optimale Snell-strategi i forbindelse med Mandags Chancen ved at
regne dig baglans igennem udfaldstreet som i det enklere tilfeelde ovenfor.

Lgst sagt: F-verdierne i tredje og sidste niveau er lig med de sidst skrabede be-
lgb. Ga til forrige niveau. Udregn her V-vaerdier som vejede gennemsnit af de re-
levante F-vardier i niveauet hgjere. Opskriv de udregnede V-vardier pa de re-



spektive pladser i treeet. Udregn for hver position 1 det betragtede niveau i treet
maksimum mellem det netop skrabede belgb og den tilhgrende V-veardi (star side
om side i treet). Dette er positionens F-verdi. Ga til forrige niveau og gentag
proceduren etc. etc.

2) Hvor meget vil man 1 lengden 1 gennemsnit kunne forvente at vinde 1 Mandags
Chancen ved brug af den optimale Snell Strategi?

3) Besvar fglgende spgrgsmal udfra tallene i det udfyldte udfaldstre og giv samti-
digt en logisk forklaring pa, hvorfor det forholder sig sadan: a) Hvad er det
bedste belgb at fa i fgrste skrab? b) Det nastbedste? ¢) Tredjebedste?

4) Hvad er sandsynligheden for at ende med hovedgevinsten pa 250.000, hvis man
anvender Snell-strategien?

Ovelse 4

1) Lad os overveje en helt anden stopstrategi i det forenklede skrabespil: At man
stopper i det gjeblik, man far den maksimale gevinst pa 30.000. Underforstaet, at
hvis den ikke kommer, sa skraber man til enden. Vis, at den forventede gennem-
snitlige gevinst ved denne strategi er lig med 21.666,67, altsa mindre end den op-
timale Snell-strategi.

Hjeelp: Du kan bruge udfaldstreet pa side 7. I den forbindelse far du ikke brug
for V-vardierne anbragt i de to tomme felter, for de involverer som bekendt
Snell-strategien.

Betragt den tilsvarende strategi 1 tilfeldet med Mandags Chancen: At man kun stop-
per spillet fgr tid, safremt man far den maksimale gevinst pa 250.000. Det kan vises,
at man i lengden ved brug af denne strategi vil fa en forventet gennemsnitlig gevinst
pa 114.166,67 — altsa ikke sd meget som i tilfeldet med den optimale Snell-strategi!

2) Undersgg ved hjelp af udfaldstreet for Mandags Chancen fglgende strategi: At
man stopper fgrste gang man far minimum 50.000.

Ovelse 5

Undersgg fglgende mere sofistikerede strategi i tilfeldet med Mandags Chancen:
Man stopper efter forste skrab, hvis man far 100.000 eller derover. Hvis man ikke far
dét i forste skrab, anvendes fplgende stopstrategi efter 2. skrab: Man stopper ved
50.000 og derover, med mindre det forste skrab viste 10.000, i hvilket tilfeelde man
veelger at stoppe ved 100.000 og derover.
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Losning

til udfyldning af udfaldstraet
for Mandags Chancen
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NB! Hvis man anvender
den optimale Snell-strategi,
sé skal man stoppe spillet,
hvis man kommer til et sted
i treeet, hvor der er en kraftig
sort ramme.
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