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1. Indledning

Denne note kan danne udgangspunkt for et 3g-projekt i matematik og fysik med emnet
det skra kast med luftmodstand eller som et oplag til et studieretningsprojekt. Noten er
udformet, sa leeseren selv skal udfylde detaljer gennem losning af opgaver.

For det skra kast uden lufimodstand er stedfunktionen som bekendt givet ved folgende
udtryk, hvor det antages, at x(0) = y(0)=0 og at genstanden starter i punktet (0,0) til
tiden =0 samt at hastighedsvektoren har sterrelsen v, og danner en vinkel pa o 1 for-
hold til x-aksen:

x(t) = v,-cos(a)-t

(1)

y(t) = —L-g-1* +v, -sin(a) ¢

Formlerne er standard i gymnasiet og vi vil ikke udlede dem her. Nar der regnes med en
luftmodstand bliver situationen en del svaerere og mere broget. For det forste bliver der
kun tale om tilneermede modeller og s& ber man endda benytte forskellige modeller i
forskellige situationer. En indikator for, hvornar man ber anvende hvilken model er det
sakaldte Reynolds tal (Reynolds number):

2) Re =

hvor p er densiteten af det medium, genstanden bevager sig igennem, 1 er mediets dy-
namiske viskositet (dynamic viscosity), v er hastigheden af genstanden i forhold til me-
diet og L er en karakteristisk laengde for objektet, for eksempel diameteren i tilfeeldet
med en kugle.

Eksempel 1

Lad os sige, at vi har at gere med en tennisbold, som sendes af sted med en hastighed af
35 m/s. Mediet er luft med en dynamisk viskositet pa 1,8-10~ N-s/m?. Densiteten af
atmosferisk luft ved stuetemperatur er 1,204 kg/m’. En tennisbold har en diameter om-
kring 6,5 cm. Dermed fis den dimensionslese storrelse:

3
_Lpv _ 0,065m-1,204kg/m” -35m/s — 152200

3 Re
®) n 1,8-107° N -s/m?

Erfaringer har vist, at hvis Re <1, sé er det en god model at antage at luftmodstanden er
proportional med hastigheden. Hvis derimod 1000 < Re <300000, si er det en bedre
model at antage at luftmodstanden er modsat rettet hastigheden og proportional med
kvadratet pa farten. For Reynoldstal imellem 1 og 1000 er situationen en mellemting.
Hvis Reynoldstallet er lille, sé er flowet rundt om genstanden /amincer (laminar), hvilket
betyder, at der ikke dannes hvirvler. Hvis derimod Reynoldstallet er stort, si er flowet
turbulent. Hvis Reynoldstallet skal vaere mindre end 1, sa skal genstanden enten befinde
sig i en veeske med ret stor viskositet eller ogsa skal genstanden vere yderst lille og ikke
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have for stor hastighed. Dette vil sjeldent vare tilfeldet for bevaegelse 1 atmosfarisk
luft. Alligevel vil vi starte med at betragte dette tilfaelde, da problemet forholdsvist nemt
lader sig lose matematisk. Leeseren opfordres til at lase opgaverne undervejs. Der forud-
s&ttes kendskab til den indledende teori for differentialligninger af forste orden.

2. Hastighedsproportional luftmodstand - model 1

I dette afsnit skal vi undersege tilfeeldet hvor luftmodstanden er proportional med has-
tighedsvektoren. Naermere bestemt er luftmodstanden en kraftvektor, som er modsat ret-
tet bevagelsen, altsd modsat rettet hastighedsvektoren v, og sterrelsen er proportional
med genstandens fart v.

y
A

\/
=

Opgave 2

Benyt fysiske argumenter, herunder Newtons 2. lov, til at argumentere for at genstanden
skal tilfredsstille folgende differentialligning:

4) mv =m-g — k-v

eller skrevet ud i koordinater v =(v,,v,):

(5a) v,) = —ﬁ-vx
m

(5b) Wy =-5, - ¢
m

Vis desuden, at hvis genstanden til tiden ¢# =0 befinder sig 1 (0,0) og hastighedsvektoren
til samme tidspunkt danner vinklen o med x-aksen, sa har vi felgende randbetingelser,
hvor 7(t) = (x(t), y(¢)) er genstandens stedvektor:

(6) x(0)=»(0)=0
(7) v, (0) =v,-cos(ar), v,(0)=v,-sin(a)
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Opgave 3

I denne opgave vil du blive ledt frem til en losning til det differentialligningssystem, der
blev opstillet i opgave 2.

a)

b)

d)

Bemark forst, at differentialligningerne (5a) og (5b) begge er af velkendte stan-
dardtyper! Benyt din viden om lgsningerne til disse typer til at vise, at lasningerne
til (5a) og (5b) er pa folgende form, hvor ¢, og ¢, er arbitrere konstanter:

v, = q g Kmt

vV, = c,-e

~kfmyr _ M- g
4 k

Benyt randbetingelserne (6) til at finde de arbitraere konstanter. Vis at

—(kfm)t

VX

8 . .
®) v, (vo'Sin(Ot)+—mkgj-e(k/m)'t - _mkg

Vv, -cos(a)-e

Nu har du bestemt hastighedskoordinaterne. For at bestemme stedkoordinaterne
skal du integrere. Vis, at stedkoordinaterne er pa folgende form, hvor c¢; og ¢, er
arbitraere konstanter:

—(k/m)-t

x(t) = —%-vo-cos(a)-e + ¢

_ m . m-g —(k/m)-t m-g
t) = ——- | y,-sma)+—— |-e - —t +c
y(®) . (0 (0)+— ] i 4

Benyt randbetingelserne (6) til at vise at:

c; = —-v,-cos(a)

‘(Vo -sin(a) +%j

Indset verdierne for de arbitreere konstanter fra d) og omskriv stedkoordinaterne
fra c) til felgende udtryk:

¢, =

=~z |3

mv, cos(a.) (1- e‘(k/’”)")

, x(1) k
©) r(o) = ( , j =
(0 %(VO sina) + %}(1—%”’”“) - %4‘

Med resultatet i (9) har vi lest bevagelsesproblemet. P& naste side er afbildet banekur-

ven for en tennisbold med masse m =0,0575 kg, begyndelsesfart v, =35 m/s og start-
vinkel o.=50°. Luftmodstandsparameteren er k =0,0165 N/(m/s) og g =9,82 m/s’.
Banekurven er sammenlignet med den, man ville fa, hvis der ikke var nogen luftmod-

stand. Som navnt er denne model ikke optimal i den givne situation, da Reynoldstallet
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er for stort. Vi skal dog senere se, at kurven ikke er sd langt fra den kurve man ville f4
ved at benytte den mere korrekte model, som vi skal se pa i1 neste afsnit.
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3. Hastighedskvadratisk luftmodstand - model 2

Ifolge afsnit 1 er det for langt de fleste kast i atmosfaerisk luft mere ngjagtigt at benytte
model 2, hvor luftmodstanden antages modsat rettet bevagelsen og 1 sterrelse er propor-
tional med kvadratet pa farten.

Opgave 4

Argumenter for, at vi 1 model 2 for det skré kast skal lose folgende differentialligning,
hvor D er en konstant:

(10) m-v' = m-g—D-[j|-v
og skrevet ud i koordinater:

m-v, = —D-( vy )-v

X

R A P 2 2.
m-v, = —m-g—D (,/vx+vy) v,
mi

Det viser sig, at den samlede modstandskoefficient D athanger af mediets densitet p,
tvaersnitsarealet 4 vinkelret pd genstandens bevagelse samt genstandens form og over-
fladefriktion. De to sidstn@vnte er indeholdt i den sdkaldte Drag Coefficient, C4. Man
har fundet folgende udtryk for den samlede modstandskoefficient D:

(12) D=1p.C-4

(11)

Eksempel 5

Lad os bestemme den samlede modstandskoefficient for en tennisbold, som beveger sig
1 atmosfaerisk luft ved en temperatur pa 20°C. En tennisbold har typisk en diameter pa
6,5 cm. Dermed kan vi bestemme det areal, som vender op mod bevagelsesretningen:
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A=4nd*=1.7-(0,065m)* =0,003318m". Luftens massefylde ved 20°C er pd 1,204
kg/m’. Drag koefficienten for en tennisbold er typisk 0,5-0,6. Vi stter den til 0,51. Det
giver folgende verdi for tennisboldens samlede modstandskoefficient:

D =1p.C;-4=11204kg/m’>-0,51-0,0m> = 0,001019kg/m

Differentialligningssystemet (11) er desvaerre ikke af en simpel natur. For det forste er
systemet koblet, hvormed menes at de to ukendte funktioner, v, og v,,som vi gnsker at
bestemme, figurerer i begge ligninger. Man kan dermed ikke lgse ligningerne hver for
sig, undtagen i specialtilfeelde. Desuden er differentialligningssystemet ikke /linecert,
hvilket betyder at den omfattende teori, man kender omhandlede linezre differentiallig-
ninger, ikke kan anvendes. Ovenstiaende betyder, at vi ikke kan finde lasninger i form af
ferdige funktionsudtryk. Vi ma nejes med at bestemme tilnermede funktionsvaerdier
for lesningerne 1 en reekke punkter ved hjelp af sdkaldte numeriske metoder. For vi gor
det, skal vi dog i opgave 6 se pa et specieltilfeelde, hvor det lader sig gore at bestemme
en losnings pa funktionsform. Opgaven er ikke helt nem og kraever kendskab til den los-
ningsmetode, som gér under navnet separation-af-variable-metoden.

Opgave 6 (Det frie fald med luftmodstand)

I tilfeeldet med det frie fald bliver problemet 1-dimensionalt. Vi kan ngjes med at regne
med en y-koordinat, som athenger at tiden z.

a) Lav en tegning af situationen, hvor du tegner kraftpile pd genstanden. Argumenter
for at vi skal lese folgende differentialligning:

(13) m-v =-m-g + DV

b) Indfer for overskuelighedens skyld en storrelse k givet ved k =\/m-g/D og vis, at
ligningen (13) kan omskrives til:

(14) Vo= 2-(v2—k2)
m

Konstater ved separation af variable, at vi skal lose folgende ligning:
1 D
15 ———|dv = |—-dt
(15) '[ [vz - kZJ J- m

c¢) For at kunne bestemme integralet pa venstre side 1 (15) er det en stor fordel at de-
komponere integranden i partialbroker (Partial-Fraction Decomposition) for man
foretager integrationen. Vis at

1 1 1
16 — _2k 2k
(16) v —k? v—k v+k

d) Vis at integrationen af (15) forer til folgende ligning:

v—k
v+k

= 2k-2't + ¢
m

(17)  Inlv—kl-Inlv+4l = wliie o
m

hvor ¢ er en arbitrer konstant.
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e) Lad os vedtage, at genstanden slippes til tidspunktet #=0. Vis at i dette tilfeelde
skal hastighedslesningen v (til 17) opfylde:

_v—k

v+k

2k~2~z
m

(18)

=e
NB! Husk at du kun betragter den lgsning, som gar igennem punktet (z,v) = (0,0).

f) Isoler vi (18) og vis at man far felgende:

(19) v = k| =S| = —p | =C 1o :
w P, 2 &2y D D¢, _Pg,
l+e ™ em™ +e ™ el 4e M

Eller hvis man foretraekker de hyperbolske funktioner:

(20) W(t) = — %-tanh{ /%-t]

Ved integration af (20) for at finde stedfunktionen y(¢#) kan man vise, at man fér fol-
gende endelige lasning til problemet:

(21) y(t) = —%-ln(cosh[ %tn + Y

m

[D- [D-
Y k=t k=t e
l—e ™ em —e M /m g le'm —e '™

Lad os se pé et par konsekvenser af ovenstdende lgsninger.

g) Vis ved hjelp af den sidste ligning i (19), at man har felgende greenseverdi:

22) w(t) — /% for ¢—»oo

Overvej hvad (22) betyder fysisk set. Vil det samme ske for alle typer genstande?
O
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Den sidste del af noten er ret avanceret. Som tidligere n@vnt ma man ty til numeriske
metoder, nar man skal bestemme losninger til den generelle differentialligning (11). For
at kunne gore det, skal vi omskrive differentialligningssystemet lidt, sa det bliver af 1.
orden! Det kan gores ved et lille trick ved at indfere to nye koordinater, som er lig med
henholdsvis hastigheden 1 x-aksens retning x,(¢#) =x'(t) og hastigheden i y-aksens ret-

ning x, () = /(1)

x () = x(1)

X () = X'() = v, (2)
23
@) 5(0) = ¥(0)

xy(1) = Y1) = v, (0)
Opgave 7

Vis at differentialligningssystemet (11) giver anledning til felgende system af differen-
tialligninger af 1. orden, med ovenstiende for gje:

o
da
& _2.( /x22+x§).x2
dt m
24)
s _
da
L g2 (et
t m
med randbetingelserne:
x(0) =0
x,(0) = v, -cos(a
25) 2(0) = v, -cos(a)
x(0) =0

x4(0) = v, -sin(a)

idet vi ensker at bevagelsen starter i (0,0): (x(0),y(0))=(0,0) og at hastigheden til
tiden 0 er givet ved: (x'(0),'(0)) = (v, -cos(a), v, -sin(a)) .

Differentialligningssystemet i (24) og (25) er et eksempel pa et system, som vi lidt mere
generelt og abstrakt kan skrive pa folgende “vektorform:
26) < - Fad): Xa)-%,

t
hvor X (¢) = (x,(), %, (t),..., x, (1)) og hvor F(t,X)=(f,(t, X), f,(t, X),..., f,(t, X)) for
givne funktioner f;(z, X ),i=1,2,...,n. I dette tilfeelde har vi altsa:
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fi(taxpxz:x})le)
f‘2(t>x15x2>x3>x4)
S5t %, %5, %3, %)

Ja(t, x5 %y, %5, %)

(27) F(t,X) =

hvor
St X, %,,%5,%) = X,

D (5 >
Lt X, %,,%5,%,) = —;( szrx4)-x2

S3(t,x,%5,%3,%,) = x4

D (5 >
Jat,x,%,%5,%) = —g = ;( x2+x4)-x4

I dette tilfeelde har vi at gere med et autonomt system, da ¢ ikke figurerer pa hejre side!

(28)

Opgave 8 (CAS vearktej til losning af model 2)

Du kan forsege at lose differentialligningssystemet fra opgave 7 ved at benytte et avan-
ceret CAS program, sisom Maple. Du kan passende benytte den sdkaldte klassiske 4.
ordens Runge Kutta metode.

Opgave 7 (Svar — Microsoft Excel til losning af model 2)

Hvis du ikke har et CAS verktej til rddighed, og du er hard til at programmere, s kan
du selv lave et lille Excel VBA-program, hvor du implementerer den klassiske 4. ordens
Runge Kutta metode til losning af differentialligningssystemet. Pa “vektorform™ lyder
metoden saledes: Antag at et datapunkt (7, X ) er kendt. Det naste punkt ved skridt pa
h 1 tid fas pa felgende made:

kl = F(t, X))
K, = F(t, +1n, X, +1h-K))
(29) K, = F(t, +3h, X, +1h-K,)

K, = F(t, +h, X, +h-K,)

7 K, +2K,+2K,+K,
6

Naste punkt: (tk+1,)?k+1) = (tk+h;)?k+h-]2).
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Forslag til yderligere undersegelser

o Undersog kasteleengden og kastehojden, nar der er luftmodstand.

e Undersog, hvor man skal sigte, hvis man skal ramme en genstand i en given
position. Man mé nedvendigvis sigte hgjere ... Du kan eventuelt ngjes med at
kigge pa tilfeeldet uden luftmodstand her.



