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Funktionsundersogelse med Texas TI-89

Vigtigt: For du starter denne gvelse er det vigtigt, at din grafregner er opdateret med det
p.t. nyeste operativ system 3.10. Hvis dette ikke er tilfaldet, kan det vere, at du ikke
kan finde visse menuer i Texas 89 Titanium. Du ber i sd fald downloade og installere

den nedvendige opdatering fra www.education.ti.com.

I denne ovelse skal vi se, hvordan man kan analysere en funktion ved hjelp af grafreg-
neren. Som udgangspunkt vil vi betragte folgende funktion:

1) = 2x* —5x+6
x=3
Opgaver
a) Bestem definitionsmangden.
b) Bestem funktionsvardien f(5).
¢) Angiv eventuelle nulpunkter for f.
d) Angiv monotoniforholdene for f'samt lokale ekstrema.
e) Angiv eventuelle asymptoter for f.
f) Bestem verdimangden for funktionen.
g) Leos ligningen f(x)=20.

Givet en anden funktion g(x)=x>-5.

h) Lgs ligningen f(x)=g(x)

1) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /1 x =4 og tegn tangenten.

j) Bestem punkter pé grafen for f, hvori tangenten er parallel med y=-2x+8.

Lesninger

a) Denne opgave kan vi lese uden brug af lommeregner, idet vi blot skal sikre os, at
navneren ikke giver 0: N=0 < x-3=0 < x=3.Dvs. Dm(f)=R\{3}.

b) Som bekendt kan man indtaste en forskrift for en funktion i [Y=]-editoren. Vi skal

imidlertid se en alternativ metode, som faktisk er en mere generel metode, hvor
man ogsé kan lade andre end blot x vaere den uafthengige variabel. Start hovedskaer-
men med og rens eventuelt skeermen med 8:Clear Home [CLEAR]. P4
hovedskarmen vil definitionen af funktionen ovenfor se saledes ud:

(2x122-5x+6) / (x-3)~>f(x)

hvor - laves med [STO»]-knappen. Bemerk, at du kan kalde funktionen naesten hvad
som helst — navnet mé dog ikke starte med et tal. Navnet skrives via det alfanume-
riske tastatur, som kan ndr ved brug af [alpha]-knappen. Bemerk, at hvis du skal
skrive mange bogstaver, sa kan du undga at skulle taste for hver bogstav ved
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bruge [2nd][a-lock]. Aktiveres den igen, kommer man tilbage til hovedtastaturet. Men
her er det bare f, du skal skrive. Efter ovenstdende indtastning afsluttes af et [ENTER],
skulle det gerne se siledes ud:

Fir| Fer [Fa~| Fir] FE FEr
Tool5|A13cbralCalc|Other [Frami0|Clsan Ue

T + fix1  Done

AUTD  FLUMC RET]

Vi er nu klar til at finde funktionsveerdien i 5. Skriv f (5) og tryk [¢]J[ENTER] for at f&
[=], dvs. resultatet med decimaler. Vi ser, at resultatet er f(5)=15,5:

Fir| Fer [Fa~| Fir] FE FEr
Tool5|A13cbralCalc|Other [Frami0|Clsan Ue

ZuZ -5+ i

= — + i Dore
15.5
EAD AUTO FUNE /=0

c) Vi skal have fundet nulpunkterne for f. Hertil aktiveres Algebra menuen via [F2] .
Valg 1: solve(. Bemark, at du alternativt kan skrive det samme med det alfanu-
meriske tastatur, men her kan det altsd hentes uden videre via Algebra menuen. For
at lese f(x)=0 fuldferes indtastningen til solve(f(x)=0,x). Bemerk, at du
skal benytte kommaet [ ], ikke decimal-punktummet! Grunden til, at man skal skri-
ve et komma efterfulgt af et x er, at maskinen skal have fortalt, at det er x, som er
den ubekendte. Man kan indtaste funktioner, som har flere variable, og da er det
vigtigt at vide, hvilken en variabel, man vil lgse ligningen med hensyn til!

Fir| Fer [Fa~| Fir] FE FEr
Tool5|A13cbralCalc|Other [Frami0|Clsan Ue

2
2-mc-5-x+6
= — + i Dore

LR )] 153.5
Booluelfx)=01, =) talse

soluvelfixy=H, <)

MAIN EAD AUTO FUMC S0

Efter [¢][ENTER] ser vi, at vi far svaret false. Det betyder ikke, at der er sket en fejl,
men at maskinen ikke kan finde nogen nulpunkter. Svaret pa opgaven er derfor:

f()=0 © L=O
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d) For at finde ud af monotoniforholdene for f, skal vi analysere differentialkvotienten

f'(x). Man kan fa maskinen til at udregne denne symbolsk, og sa tildele dette ud-
tryk til en ny funktion, som vi valger at betegne df{x). Dette kan ske ved at man pé
hovedskermen skriver:

d(f(x),x)-df(x)

Det symbolske udtryk for differentialkvotienten med hensyn til den variable x er
den del af udtrykket, som star til venstre for pilen. Det indtastes ved for eksempel at
benytte Calc-menuen via og 1:d( differentiate eller alternativt benytte
tastekombinationen [2nd)[d]. Herefter skrives resten. Tildelingspilen ~ indtastes med
[STO»]. Vi kunne have valgt at kalde differentialkvotienten naesten hvad som helst. I
dette tilfeelde vil vi altsd kalde den df{x). Efter ser vi, at skaermen viser:

Fi=] Fer |[Fz=| Fu=| FE FB~ I_]
|T-:--:-15|H13-zI:-r'u!Eu1c|l]th-zr'|Pr'3mll]|l:1-z-:|n 113
2T oo HtE
= — + i Dore
LR R g=)! 15.5
Booluel =) =01, =) talse
L p ) 5 dF G Done

ACFCad, wardf
FAIN EAD ALTO FLUMC Y/l xn0

Vi er langt fra feerdige med spergsmalet. Hidtil har vi blot faet udregnet differen-
tialkvotienten og tildelt den til en funktion, som vi kalder df(x). For at finde
monotoniforholdene skal vi forst have lest, hvornar differentialkvotienten er lig
med 0. Det gores ved hjalp af solve:

solve(df(x)=0,x)

Afsluttet med [#](ENTER] giver det folgende skeerm:

Fir| Fer [Fa~| Fir] FE FEr
Tool5|A13cbralCalc|Other [Frami0|Clsan Ue

LR )] 15.5
Booluel =) =01, =) talse
L p ) 5 dF G Done

Boolueldi(x) =01, =)
= 87862 or x=5.12132

solueddf Cxi=0a, «a

Hake: Domain of Fesulk gy be Tarder

Vi fir angivet folgende numeriske resultater:

f'(x)=0 < x=0,87868 v x=5,12132

Bemark, at der forneden star: Note: Domain of result may be larger. Sa lommereg-
neren giver altsa et lille forbehold for, at der kan vere flere losninger. Vi velger at
stole p4 maskinen: Vi har altsa et punkt, hvor f ikke er defineret (x=3) og to
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steder, hvor differentialkvotienten er nul: x =0,87868 og x=5,12132. Da diffe-
rentialkvotienten er positiv i de intervaller, hvor den er defineret, kan vi ngjes med
at evaluere differentialkvotienten i fire punkter imellem og uden for disse punkter.
Vi vaelger folgende x-vardier: 0; 1; 4 og 6. Man kan selvfolgelig finde de onskede
differentialkvotienter en ad gangen ved at taste df (@), df (1), df (4) og df (6).
Man kan dog finde disse verdier pd en gang med With-operatoren [1]:

df (x) |x={@,1,4,6}

Efter [¢][ENTER] giver det folgende skeerm:

|TEHs|ﬁ13F-z2t7ruln:Fu?i::|ufrl.'-z'rlrrFaiﬂulcthuEn'uJ_] Altsa: x | f'(x) | Fortegn
[
W= D) A Done
2 FO) 0 1 +
® =olueldfix) =@, «)
¥ = L87E6E ok x=5.12132 1 —-0,25 -
maf(x | x=40 1 4 & 4 7 ~
1.  -.25 -¥. 1.2}
df Cxdlw=id,1,4,63
Hake: Domain of Fesulk gy be Tarder 6 1 +

Dette giver folgende tallinje for differentialkvotienten:

/ N N /

') + 0 - : - 0 +
x 0,87868 3 5.12132

\ 4

Hvoraf ses, at

f ervoksende i |—o0;0,87868] og i [5,12132; 00|
f er aftagende i [0,87868;3[ ogi ]3;5,12132]

f har lokalt maksimum 1 x =0,87868 med verdi f(0,87868)=—-1,48528
f har lokalt minimum i x =5,12132d veerdi f(5,12132)=15,4853

Sidstnavnte funktionsvardier fas ved at taste f(0,87868) og f(5,12132) efter-
fulgt af [¢]([ENTER], helt som sedvanligt:

Thote|i15abe a|t ale | DEhar Prraiﬂuln-zrusn'u:-ﬁ
SIVEOF LRI = O =]
®*= 87868 or x=5.12132
mdfix | x=40 1 4 &
1. et T
m o, BVEEE) -1.42522
S, 121320 15. 4853

£5.13
MAIN

RAD AOTH

FUMC B0
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Billedet kan bekraftes ved at tegne grafen for /i1 et passende interval omkring de
interessante tre punkter ovenfor. Pa skaermen skal sta:

Graph f(x),x

I stedet for at skrive ordet Graph via det alfanumeriske tastatur og lave et mellem-
rum med [o], kan man hente det hurtigere via menuen Other med kombinationen
og 2:Graph. Efter at have tilfgjet f (x) ,x og trykket [ENTER], fas:

Tools|2oem|TFack|Redr aph|Hath|oraw|Fen-”

MAIN EAD AUT FUMC

Vi anvender her standardvinduet, hvor bade x og y vises i intervallet fra —10 til 10,
hvilket 1 grafvinduet fs i menuen Zoom, ved at klikke og herefter velge punk-
tet 6:ZoomStd. Men vi ved allerede, at der er et lokalt minimum med en y-veer-
di pa over 15, sa det vil vaere hensigtsmeessigt at udvide vinduet, sa det interessante
kan ses. Via [¢J[WINDOW] saettes xmin og xmax til henholdsvis —6 og 12 og ymin og
ymax til henholdsvis —30 og 40. Tegn igen grafen med [¢]J[GRAPH]. Monotonifor-
holdene og de lokale ekstrema bestemt ovenfor ses at stemme fint:

MAIN EAD AUTO FUMC

Vi skal undersgge eventuelle asymptoter. Hvad angar lodrette asymptoter, sa er det
et kritisk sted at undersgge funktionen i narheden af det punkt, hvor den ikke er de-
fineret, altsd 1 x =3. P4 figuren kunne det se ud som om funktionen gér imod uen-
delig, nér x neermer sig til 3 fra hejre og at funktionen gar imod minus uendelig, nér
x narmer sig til 3 fra venstre ... men kan man virkelig stole pd denne observation?
For at afgere dette kan man benytte maskinen til at finde greensevardier. Ga tilbage
til hovedskarmen med [HOME]. Indtast nu, s der star:

Timit(f(x),x,3,1)

Ordet 1imit kan hentes hurtigt i Calc-menuen via og 3:11imit. Efter [ENTER],
fis en bekraeftelse pa, at funktionen géar imod uendelig. P4 tilsvarende méde under-
soges grensevardien fra venstre med

Timit(f(x),x,3,-1)
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Det bekraftes, at funktionen gir imod minus uendelig. Skaermen viser:

Fer |Fa=| Fir| FE FE~

Tools|A13cbralCalc|other [Framinfcican UP! |

u 1213 15,

B Graph =), x Oone

B oJim 0= e
e

B oJim 0= -
¥ AT

limitof i, x, 3, -12
FAIN EAD ALTO FLUMC 11./30

Bemark, at den sidste parameter i limit-udtrykket afger, om man kommer fra hejre
eller venstre: Hvis parameteren er 1, kommer man fra hgjre, hvis den er —1, kom-
mer man fra venstre. Hvis den sidste parameter undlades, vil greensevardien for x
gdende mod 3 blive angivet. Hvis man ger det i dette tilfaelde, vil man fi svaret
undef for udefineret, da grensevardien fra venstre og hejre ikke er ens, og funk-
tionen dermed ikke har en graenseverdi for x gdende imod 3. Vi har altsd vist: dette:

f(x) > -0 for x >3~

f(x) > for x —>3"

og dermed er x =3 en lodret asymptote. Vi skal nu undersoge, hvad der sker med
funktionen, nér x narmer sig til minus og plus uendelig. En direkte inspektion af
funktionsudtrykket — selv uden brug af grafregner — giver straks at f(x) — —oo for
x—> - og f(x)—> o for x > . Graden af telleren er nemlig 2, mens graden af
navneren er 1 (Overvej!). Betragt grafen igen: Det ser ud til, at funktionen ser
nasten lineer ud imod plus og minus uendelig. Vi vil vise, at dette ikke er nogen
tilfeeldighed. Da graden af telleren 1 polynomiumsbreken er storre end graden af
navneren, s kan man fa grafregneren til at gere udtrykket til en ren brok,
underforstéet et udtryk med en brek, hvor graden af telleren bliver sterst. Den
matematiske teknik hedder polynomiets division. Grafregneren kan gere det med en
funktion, som hedder propfrac (Proper Fraction). Serg for, at der stér:

propfrac(f(x),x)

Funktionen kan findes hurtigt i Algebra-menuen via og 7:propfrac(. Efter
tryk pé [ENTER] fés:

Fi~| Fer |Fz=] Fu=| FE FE~
Tools|A13cbralCalc|Other|Framin|clcan Up
e
B oJim 0= -
e

B propFrac £, ©)

propFracif ixa, =
HAIN RAD AUTO FUMC 1z/z0
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g)

h)

Grafregneren har altsd foretaget folgende omskrivning af f:

X —5x+6 9
x-3 x—3

+2x+1

Fo) = 2

Det nye udtryk for funktionen er mere hensigtsmassig til at besvare vores sporgs-
mal: fer altsd en sum af en linezr funktion og en brek, som &benlyst gar mod 0 for
x géende mod plus og minus uendelig. Vi siger, at y =2x+1 er en skrd asymptote.
Ordet asymptote hentyder til, at funktionen vil naerme sig til denne linje, nar x neer-
mer sig til plus eller minus uendelig. Folgende udtryk viser séledes, at den lodrette
afstand mellem grafen for f og linjen nermer sig til 0:

9
x—3

|f(x)-(2x+D)| = % +2x+1—(2x+1)‘ =
x—

‘ — 0 for x—tow0

Kommentar: Bemerk, at man fra grafvisningsvinduet — eventuelt benyt [¢][GRAPH]
for at komme derind — kan sld opdagelsen af diskontinuitetspunkter fra eller til via
9:Format... og s&tte Discontinuity Detection til on eller off.

Verdimangden har man nesten automatisk udfra d) og e) og fordi funktionen er
kontinuert i de intervaller, hvor den er defineret:

Vm(f) = |-o0;—1,48528] U [15,4853; o0

For at lese ligningen, skal der pa hovedskaermen std solve(f(x)=20,x), som

efterfulgt af []([ENTER] giver:
| Fi'rl Fz- |F3'r| F"l'rl FE | FB= | |
Tools|AT3cbralCalc|0ther |Frami0|Clean Ue

WEST
B propFrac £, ©)

K_3+2-::{+1

®zaluelfix) =20, x)
¥=3.7r8rrd or x=8.71221

soluwe i Cxi=20, %0

MAIN EAD AUTO FUMC 13/30

sa svaret er:

f(x)=20 < x=3,78779 v x=8,71221.

Definer en ny funktion pa hovedskeermen med: x*2-5-g(x), efterfulgt af (ENTER].
Herefter skal der skrives solve(f(x)=g(x),x), efterfulgt af []J[ENTER]. Det
giver folgende skermbillede:
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Tosts|i1datea|Cate|Othar|Fr drmiD -:1-zFuEn'u:~| |
=5
®zaluelfix) =20, x)
#=J.78779 or x=8.71221

IKE—S-}QI:::{) Oone

Bsoluel £l = alx), ®)
#=-1.2044 or x=1.63555p

soluveif Cxi=gi=r,x
HAIN AL AUTO FUME 1c/z0

Bemark, at man mi benytte piletasterne for at kunne se alle lasninger. Det giver:

f(x)=g(x) < x=-1,2044 v x=1,63555 v x=4,56885

Vi skal se to lesningsmetoder i denne opgave. Den forste betegner vi den simple
metode til tangentbestemmelse. Fordelen ved den er, at man lynhurtigt kan besvare
den aktuelle opgave. Den anden avancerede metode til tangentbestemmelse gor det
pa en made, som tager lengere tid at fuldfere i den aktuelle opgave. Til gengaeld
anviser den en vej, som er mere generel, og som s&tter én i stand til at lose mere
komplekse problemer, som for eksempel spergsmal j) eller opgaver af typen, hvor
et punkt pa tangenten er kendt, mens tangentens reringspunkt er ukendt. (se opgave
10). Lad os afpreve begge metoder.

Den simple metode til tangentbestemmelse

Serg for, at du er i grafvinduet, eventuelt ved at taste [¢]J[GRAPH]. Valg menuen
Math ved at klikke [F5]. Velg undermenuen A:Tangent. Der sporges straks om
hvilket punkt tangenten enskes bestemt i. Da reringspunktets 1. koordinat er 4,
tastes 4 (ENTER]. Efter ganske kort tid ses den afbildede tangent, samt dens forskrift:
y=—Tx+46:

fw
g= -7 .. xtdb,

MAIN EAD AUTO FUMC

Bemerk 1 ovrigt, at menuen Math 1 grafvinduet har en lang rekke smarte under-
menuer, herunder nulpunktsbestemmelse (Zero), lokalt minimum (Minimum), lokalt
maksimum (Maximum). Ofte skal man angive en nedre grense (Lower Bound) og
en gvre grense (Upper Bound) for de sogte storrelser. Prov selv at eksperimentere
med dem! Man kan ogsa bestemme skaringspunkter mellem to grafer (Intersection)
eller bestemme differentialkvotienter (Derivatives). Laseren opfordres til at afprove
disse muligheder. Bemerk, at du naturligvis ogsé kan benytte denne metode, hvis
funktionerne er indtastet i [Y=]-editoren!
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Den avancerede metode til tangentbestemmelse

Som bekendt kommer ligningen for tangenten i x =4 til at se saledes ud:
y = fAx-H+1(4)

Vi har jo allerede tidligere tildelt differentialkvotienten til df, sa det kan vere, at du
far den (dérlige) idé direkte at opskrive et udtryk for tangentens ligning og straks
tildele det til en ny funktion, som du kalder t (x), for derefter straks at ville tegne
grafen med graph, altsa udfere felgende:

df (4)=*(x-4)+f(4)-t(x) [ENTER
Graph t(x),x

Husk at pilen frembringes med [STO»). Nar du satter graftegningen i gang ved at
trykke pé vil du opleve, at selve grafen for ftegnes hurtigt, men herefter gar
det rigtigt langsomt: der gar omkring 1’2 minut for du overhovedet kan se, at tan-
genten kommer til syne og sé er den endda langt fra feerdig. Maskinen regner, sa
leenge der star busy helt nede i hojre hjerne af displayet. Du bliver trat af at vente!
Heldigvis er der kommandoer, hvorved du kan f& maskinen til at standse de ende-
lose udregninger: Tryk og observer, at busy er udskiftet med pause. Det
betyder, at du i princippet kunne genoptage graftegningen ved igen at trykke pa
(ENTER], men det gor du naturligvis ikke. I stedet trykker du pé [ON], for at f4 maski-
nen til at stoppe handlingen fuldstendigt. Klik pa [HOME], for at komme tilbage til
hovedskarmen.

Grunden til, at det tog sa lang tid at tegne grafen er, at grafregneren skal udregne en
masse stettepunkter, men for hvert x, som indsettes, skal bade df (4) og f(4) be-
regnes pany. Dette er egentligt spild, for disse tal er jo de samme hele tiden! Derfor
vil det vere fornuftigt at gere det pd en hel ny made: vi vil serge for, at udtrykket
for tangentens ligning reduceres for tangenten tegnes. Det kan ved forst at udfore
folgende:

df (4)*(x-4)+f(4)

For at undgé at skulle skrive dette igen, kan du eventuelt med piletasterne g& op i
historik-omradet og markere den gamle dérlige linje df (4)*(x-4)+f(4)-t(x)
ned pa indtastningslinjen og sé slette den sidste del af linjen, dvs. -t (x). Afslut
med og observer, at du nu fér skrevet det udregnede og reducerede udtryk
for tangentens ligning. Det giver folgende skarmbillede:
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Fir| Fer [Fa~| Fir] FE FEr
Tool5|A13cbralCalc|Other [Frami0|Clsan Ue

mAFC4 [ — 4]+ FO4) S L0

Domne

B Graph t0s, = Domne
W AfCd [ - 41+ F4)

46— F-x

df Cakim—da+f 0o
Mike: Domain of Fesulk may be Tarder

Nu er vi sa endelig klare til at tildele sidstnavnte udtryk til en ny funktion #(x).
ans(1)~-t(x)

Man hentede her smart det sidste udtryk ved at bruge kombinationen [2nd)[ANS]. Til-
delingen sker som sedvanlig med [STO»]-knappen. Efter har vi folgende

skaermbillede:
|TEﬁslﬁur-zzﬁrulcrugﬂzlum-;r Prraiﬂuln-zrusn'u:-ﬁ
dtigr-l= =3+ t9)1+ L]
Oone
B Graph L=, = Oone
W AfCd [ - 41+ F4)
4 =7 -x
o — 7w L) Oone
5. 1ot Ol
HAIN RAD AUTO FUMC 18/20

Nu kan du sa endelig tegne grafen med
Graph t(x),x

efterfulgt af (ENTER]. Nu dukker tangenten allerede op efter ca. 14 sekunder. Skeerm-
billedet skulle gerne se saledes ud:

MAIN EAD AUTO FUMC

j) Vi skal undersoger 1 hvilke x-verdier differentialkvotienten er lig med —2, for her
vil tangenterne til grafen vare parallelle med y =—-2x+8. Det klares ved pa hoved-
skaermen at anvende so1ve-funktionen. Husk, at benytte [(-)] som minus:

solve(df(x)=-2,x)
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Efterfulgt af [#][ENTER] fas folgende skeermbillede:

Fir| Fer [Fa~| Fir] FE FEr
Tool5|A13cbralCalc|Other [Frami0|Clsan Ue

B Ofd [ — 4) + fid)

4 =7 -x
Bdn — 7w L) Oone
B Graph L=, = Oone

moolueldftx = -2, ®)
x=1.9 or x=4.5

For at f de tilsvarende y-vardier inds@ttes x-vardierne i forskriften for f med

f(1.5) [*JENTER].
f(4.5) [*JENTER]

Det giver folgende reringspunkter for tangenterne: (1,5;—2) og (4,5;16).

Maske far du pludselig lyst til at se, hvordan forskriften for differentialkvotienten
egentligt ser ud. Det er nemt med: df (x) [ENTER):

Fi~| Fer |Fz=] Fu=| FE FE~
|T-:--:-15|H1£I-zl:-r'ulEu1c|l]th-zr'|Pr'£ImII]|l:1-z-:|nupl |
“«=1.9 or x=4.5
LI N ) 2.
LN ) 16,

ZwZ 17w+ 3
(x =37

®of )

Hake: Domain of Fesulk gy be Tarder

Vigtige bemarkninger om grafer og variable

Det er vigtigt at forstd, at grafregneren husker de nye tildelinger af funktioner samt
eventuelle andre vardier, du matte have defineret, ogsd nér du slukker maskinen og
naste gang du gér 1 gang med et nyt projekt. Ogsé selv om du sletter de satninger i Ais-
torik-omradet pa hovedskaermen, hvor funktionerne og vardierne blev defineret. Prov at
klikke pa [2nd)[VAR-LINK] og bemark, at der dukker en hel liste af forskellige storrelser
op, som vist pd naste side.

VAR-LINE [A111

=]
2 mathl
* u mathz

UZE £ T0 III]LLHFSE
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Maske har du endda flere end disse, fordi du har foretaget andre ting. Men i hvert fald
ser vi, at funktionerne f, g og df figurerer. Funktionen t findes leengere nede, som man
kan se ved at benytte piletasterne. Hvis du vil slippe af med nogle tildelinger, s& de ikke
forstyrrer eventuelle andre opgaver, sd kan de slettes her! Man skal dog passe lidt pa,
fordi det fx kan pavirke tegningen af grafer fra hovedskarmen, hvis de slettede variable
skal bruges her! Sa kan man ende med at fA meddelelsen undefined variable. Maske vil
du ogsa blive overrasket over, at maskinen fint kan blive ved med at tegne grafer, du
tidligere har bedt om 1 hovedskarmen — selv om historik-omradet og indtastningsfeltet
er blevet slettet for indhold. Det skyldes, at sidstnavnte sletning ikke pavirker de vari-
able og de operationer sdsom graftegning, som der tidligere er defineret. For at starte pa
en hel frisk 1 hovedskaermen kan man benytte:

Tryk [HOME]
Valg menuen Clean Up med [2nd][F6]
Valg 2:NewProb

Afslut med

Denne operation gor folgende:

e Rydder alle enkeltbogstavs-variabelnavne 1 den aktuelle mappe, hvis ikke vari-
ablene er lst eller arkiveret.

e Lukker alle funktioner og statistiske plots i den aktuelle tegnetilstand.

e Rydder tegnevinduet og ger at tidligere grafer ikke kan gentegnes.

e Sletter eventuel fejlstatus.

e Rydder historikomradet

e mm.

Funktioner indtastet i [Y=]-editoren slettes ikke, men deres tegning slés fra. Kan aktiveres
igen i editoren med flueben med [F4].

Hvis du vil gere noget mindre drastisk end ovenstaende sletning, kan du anvende:

Tryk [HOME]
Vealg menuen Other med [F4]
Velg 5:ClrGraph

Afslut med

Her vil alle grafer tegnet med graph blive slettet. De funktioner, som matte vere op-
rettet med Table slettes ogsd. Pavirker ikke [Y=]-editoren.
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Kort oversigt

2x? —5x+6

Foretag med Texas 89 Titanium en undersogelse af funktionen f(x) = 3
x e

Indtastning af funktion
Hovedskermen abnes med og der skrives (2x*2-5x+6)/ (x-3)~>f(x),
hvor pilen fas med [STO»].
Definitionsmengden
Tal skal fjernes, hvor naevneren giver 0: undersgges med solve (x-3=0,x)
Nulpunkter for f
I hovedskaermen skrives: solve (f(x)=0,x)
Udregning af differentialkvotient
I hovedskarmen skrives d(f (x) ,x)-df (x), hvor differentiationsoperatoren
frembringes med tastekombinationen (2nd)[a]. Sidstnevnte over tasten (8]. Her er
den differentierede funktion blevet tildelt en ny funktion df (x).
Monotoniforhold og lokale ekstrema
I hovedskarmen skrives: solve (df (x)=0,x) for at finde de steder, hvor
differentialkvotienten er 0. Man tegner herefter en tallinje for f'(x), hvor
definitionsmangden ogsa inddrages. Fortegn for f'(x) findes ved at evaluere
funktionen 1 et antal punkter. Dette kan foretages pa hovedskarmen med et
udtryk af formen df (x) | x={@,1,4,6}. Bemark, at den lodrette streg betyder,
at differentialkvotienten df (x) bestemmes i de efter stregen angivne x-verdier.
Hvis det kunne skulle gores i et punkt, fx. 4, kunne man ngjes med at skrive
df (x) | x=4. Efter at fortegnene er fyldt ind pd tallinjen kan monotoniforhold
og eventuelle lokale ekstrema eller vandrette vendetangenter afleses.
Asymptoter
Gransevardier for funktionen kan underseges med udtryk af formen
Timit(f(x),x,3,1). Tredje parameter angiver det tal, man lader x nerme
sig til (evt.o0), mens den fjerde parameter anvendes, hvis man kun undersgger
greensevardien fra en af siderne: 1 for hgjre side og —1 for venstre side. Hvis
man har at gere med en polynomiumsbrek, hvor graden af telleren mindst er lig
med graden af nevneren, kan breken omskrives med propfrac (f(x),x).
Lese ligninger af typen f{(x) = 20 eller f{x) = g(x)
Anvend: solve(f(x)=20,x) henholdvis solve(f(x)=g(x),x).
Udregne tangenter og tegne dem
Simple metode: 1 grafvinduet veelges menuen Math med [F5] og herefter
A:Tangent. x-verdien for reringspunktet indtastes. Avancerede metode: Lad
forst Texas udregne tangenten med df (4) * (x-4)+f (4) [ENTER]. Tildel
udtrykket til en ny funktion t (x) med ans (1)-t (x). Benyt her [2nd][ANS].
Tangenten kan herefter tegnes med Graph t(x),x.
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Opgaver

Opgave 1

I opgaverne skal du indtaste funktionerne i [Y=]-editoren og tegne grafen via [¢][GRAPH].
Dernest skal du tegne og aflese forskriften for tangenten til grafen i den anferte x-verdi
pa folgende made: I grafvinduet vaelges menuen Math ved at klikke og herefter
veelges undermenuen A:Tangent, og til slut indtastes x-veerdien efterfulgt af [ENTER].

a) Tangenten til grafen for f(x)=x" —4x—4 i x,=15.

b) Tangenten til grafen for f(x)=(x+5)-In(x)-3x 1 x, =1.

. 2x'+5
c) Tangenten til grafen for f(x) = BERTY 1x,=4.
x f—

d) Tangenten til grafen for f(x)=+10x—x*,0<x<10 i X, =6.
e) Tangenten til grafen for f(x)=x-sin(x)—cos(x) i x, =2n (Husk radianer!).

f) Tangenten til grafen for f(x) = o
+e

Opgave 2

Benyt [Y=]-editoren til at indtaste forskrifterne for funktionerne f(x)=1,5-x"—3" og
g(x)=-0,5x+6 og tegn deres grafer med [¢][GRAPH]. Serg for via [¢]J[WINDOW] at valge
et vindue, sa du kan se de interessante dele af graferne.

a) Bestem losningerne til ligningen f(x)=g(x).

Hjeelp: 1 grafvinduet vaelges menuen Math ved at klikke og herefter veelges
undermenuen 5:Intersection. Du sperges om 1st Curve og ser hvilken
kurve markeren stér pa og klikker [ENTER]. S& sperges du om 2nd Curve. Her skal
du med piletasterne beveege markeren hen pa den anden graf, hvis den ikke allerede
er der, efterfulgt af (ENTER]. Herefter skal du angive forst Lower Bound, dvs. en x-
verdi til venstre for der, hvor skaringspunktet er, efterfulgt af [ENTER]. Derefter en
Upper Bound, dvs. en x-vaerdi til hejre for det enskede skaringspunkt, efterfulgt
af (ENTER]. Efter lidt tid vises bade x- og y-verdi for skeringspunktet. Du skal selv-
folgelig kun bruge x-verdien. Bemark, at du er nedt til at tage hver skaringspunkt
for sig. Der er et til!

b) Bestem f'(3) i grafvinduet via menuen Math og undermenuen 6:Derivati-
ves. Indtast x-vardien.

c) Bestem lokale maksima for i undermenuen 4:Maximum imenuen Math ...

d) Overvej, hvordan du kunne have lost opgaven i1 spergsmal a) i hovedskaermen.
Hvordan kan du 1 evrigt vaere sikker pé, at der ikke er flere end de to lesninger, du
kan se grafvinduet?
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Opgave 3
Betragt funktionen f(x) = 2;
X" —6x+9
a) Angiv definitionsmangden for 1.
b) Bestem funktionens asymptoter.
c) Los ligningen f(x)=30.
d) Bestem ligningen for tangenten til grafeni x =4.
Opgave 4

Lad f(x) = —x +2x>—1.

a)

b)

d)

Indtast funktionen i [Y=]-editoren og tegn grafen med [¢][GRAPH]. Serg for at veelge
standardvinduet i menuen Zoom, ved at klikke og herefter veelge 6:ZoomStd.
Observer, at der ser ud til at ligge tre nulpunkter: En imellem —1 og 0, én mellem 0
og 1,5 og en mellem 1,5 og 2. Husk, at man specielt her kan sige, at der ikke kan
veere flere nulpunkter, da et tredjegradspolynomium hgjst kan have 3 nulpunkter.
Bestem nulpunkterne for funktionen i grafvinduet via menuen Math. Det gores ved
at taste og vaelge punktet 2:Zero. Du skal nu for hvert nulpunkt, du ensker be-
stemt, indtaste en nedre graense (Lower Bound) og en ovre greense (Upper Bound)
for at fa nulpunktet bestemt: Se overvejelserne under spergsmél a). Find de tre nul-
punkter pd denne made.

Husk, at nulpunkterne ogsa kan findes i hovedskermen (tast (HOME]) og anvend
funktionen solve. Observer, at den giver nulpunkterne uden angivelse af lower og
upper bound og alle pa en gang!

Ga tilbage i grafvinduet med [¢]J[GRAPH]. Du skal udfere simpel tangentbestemmelse
i punktet x =2 i menuen Math ved at taste og velge A:Tangent og svare 2,
efterfulgt af [ENTER]. Bemark, at tangenten straks tegnes og forskriften vises!

Opgave 5

Bestem asymptoterne for funktionen f(x) =

3x?

x> -9

Opgave 6

Lad f(x) =

a)
b)
©)
d)

3x7 12
2" =2
Angiv definitionsmangden.
Los ligningen f(x)=33.
Los ligningen f'(x)=5 (ver lidt tdilmodig her!)
Bestem lim f(x).

X—>00

+ 3
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Opgave 7

Nedenstdende funktion har to asymptoter. Bestem dem og brug blandt andet herunder
propfrac-funktionen i grafregneren.

2x? +x—45

S = 2x+3

Opgave 8
Betragt funktionen f(x)=5+1,2".

a) Angiv definitionsmeangden.

b) Lgs ligningen f(x)=150.

c) Grafen for f har en tangent, som har heldning 4. Bestem tangentens forskrift.
d) Bestem xlirflw f(x).

e) Hvad sker der med f(x),nar x > o?

f) Bestem monotoniforholdene for f og brug det, ssmmen med ovenstdende, til at be-
stemme vaerdimangden Vm( f).

Opgave 9
Lad f(x)=8Vx -3x.

Funktionen har en tangent, som passerer igennem punktet (—3,1). Bestem en ligning for
denne tangent. Hjeelp: Husk, at ligningen for tangenten er y = f"(x,)(x—x,)+ f(x,). I
denne opgave er det x,, som er ukendt, mens man kender et punkt (x,y)=(-3,1), som
tangenten passerer igennem, sd 1= f"(x,)(-3—x,)+ f(x,). Benyt grafregneren til at
lose ligningen med hensyn til x,. I grafregneren kan du eventuelt kalde den ubekendte
for x@. Nar reringspunktet er bestemt, kan tangentens ligning bestemmes.

Opgave 10

Grafen for funktionen f(x)=+/1+3x” har en tangent, som passerer igennem punktet
(4,4; 2) . Bestem tangentens reringspunkt med grafen.

Opgave 11
Lad f(x)=x*-2".

a) Bestem en ligning for tangenten til grafen for /i punktet (3, /(3)).

b) Tangenten fra spergsmal a) passerer igennem et andet punkt pd grafen for f. Bestem
koordinatsettet til dette punkt.
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Opgave 12

Lad f(x)=ax®+3x, hvor a € R . Det oplyses, at grafen for f har tangenten y =2x+7.
Bestem a.

Hjeelp: Vi kalder denne type opgave for en parameteropgave”, idet den indeholder en
ukendt parameter a. For forskellige verdier af a fas en hel familie af funktioner, og én
af dem har en graf med den navnte tangent. Der er to ting, som skal vere opfyldt, for at
en linje er en tangent til en graf for en funktion f: Dels skal de have et felles rorings-
punkt x, og 1 dette punkt skal haldningerne for graf og linje vaere ens. Det giver to lig-
ninger, som skal vere opfyldt, men der er ogsa to ubekendte: x, og a. Hvis vi kalder
den linezre funktion svarende til tangenten for g: f(x,)=g(x,) og f'(x))=g'(x,),
hvilket her giver axj +3x, =2x,+7 A 2ax,+3=2. Du kan imidlertid ogsa fi grafreg-
neren til at lose problemet ved forst pd hovedskermen at definere funktionerne f(x) og
g(x) med [STO»], udregne deres differentialkvotienter med [2nd][¢] og tildele disse udtryk
til to nye funktioner, du kan kalde df (x) henholdsvis dg(x). Var opmerksom p4, at
nér du indtaster ax® +3x, s& skal du huske at anvende gangetegn [x] imellem a og x, for
ellers vil lommeregneren tro, at du indferer en ny variabel ax — dette problem opstar
aldrig, ndr der er et tal foran x. Man kan kun héabe, at grafregneren er i stand til at lose
det komplicerede sat af to ligninger med to ubekendte. Det kan geres med:

solve(T(x@)=g(x@) and df(x@)=dg(x@),{x0,a})

Bemerk, at de to ligninger begge skal vere opfyldt pd samme tid, sd der skal and
imellem. Endvidere skal systemet loses med hensyn til x@ og a, hvorfor disse to vari-
able anbringes i1 "Tuborg-klammer”.

Opgave 13

Lad f(x)=+ax+8, hvor ae R. Det oplyses, at grafen for f har tangenten y=-x+4.
Bestem a.

Opgave 14

Grafen til f(x) = x’ —2x* -2 har tangenten y =2x+a, for a € R. Bestem a. Der er
to lesninger.

Opgave 15

Lad f(x)=4-In(x)—ax+3, hvor a € R er en konstant. Funktionen f har lokalt maksi-
mum i x = 2. Bestem konstanten a.
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Opgave 16

Givet funktionen f(x)= 4—%x2, x €[-4,4]. Grafen for f har en tangent, som passerer
igennem punktet (6,0) pa x-aksen. Betragt figuren nedenfor.

a) Bestem en ligning for tangenten.
b) Hvor stor er den vinkel (spidse), som tangenten danner med x-aksen?

A
\\
Ya N
3
\\
/ 5 AN
/
1 SN
M
N
v .
n H Xq2 3 5 | 6

Opgave 17

Lad f(x)=sin(2x)—sin(x), —n <x <7 (husk radianer). Funktionen kan i hovedskeer-
men indtastes: sin(2x)-sin(x)|-n<x<7 og tildeles f(x).Bemark, at hvis man
vil begranse definitionsmangden, sa er det smart at anvende With-operatoren [1]. Taste-

kombinationerne er her: (1][())[2nd][=] [2nd][<][=](X] 2nd][<](=] [2nd][r].

a) Fa grafregneren til at tegne grafen for f og lav en skitse af den.

b) Bestem heldningen for tangenten i punktet (3, /().

c) Fa grafregneren til at tegne grafen for f'(x) idet du forst far maskinen til at udreg-
ne den afledede funktion og tildeler den til en funktion df (x). Benyt igen With-
operatoren (1] til at begranse definitionsmaengden til — < x < 7. Lav en lille skitse
af grafen for f'(x) fra grafvinduet.

d) Hvor stor er den storste tangentheldning for x 1 intervallet —n<x<m?

Opgave 18

Lad f(x)=+2x-3 og g(x)=2x"—-x+6. Angiv forskriften for den sammensatte
funktion (f o g)(x) ogudregn (f og)'(x) ipunkterne x=-3, x=1 og x=35.

Opgave 19

2
x -

Lad f(x)= . Bestem definitionsmengde og monotoniforhold for f.

X+

3
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Opgave 20 (Meget svaer opgave)

Med afstanden fra et punkt F(x;,y,) til en kurve forstds den mindste afstand fra et kur-
vepunkt til punktet 7. Man kan vise, at hvis fer differentiabel, s vil linjen fra B til det
grafpunkt B (x,, f(x,)), der ligger tettest pA F, std vinkelret pd tangenten 1 det pa-

geeldende grafpunkt.
1 c /
: V7 J/<— tangent
/
/
/
; Y
L vl )
I~ 1\ Ap V)
i |
4 By (g0 1))
//
/1 /
d _
/// L}
4——=3 2 i y
a) Vis, ved at tenke pa en satning om heldningskoefficienterne for to indbyrdes vin-

b)

d)

kelrette linjer, at der geelder folgende 1 det grafpunkt F), som ligger nermest £ :

n—f(x) ' _
[—xl _x, jf (%) = —1
hvis altsa f"(x,)#0.
Lad f(x)=3-1,5", xe R. Benyt formlen ovenfor samt grafregneren til at finde af-
standen fra punktet F(4,5) til grafen for f. Hjcelp: Bemark, at x, er ubekendt. Nér
den er bestemt, kan du benytte formlen for afstanden mellem to punkter.
Kan det tenkes, at der kan vere flere losninger til en ligning som den i spergsmal
a)? Overvej nogle grafforleb! Hvis der er flere lesninger, hvordan vil du s& bestem-
me den mindste afstand?
(Meget sveer) Bevis pastanden i begyndelsen af denne opgave, dvs. at tangenten til
grafen 1 det nermeste punkt F) nedvendigvis ma st vinkelret pa linjen gennem £,
og B . Hjeelp: Betragt afstandsfunktionen d(x), som for ethvert x angiver afstanden

fra A til grafpunktet (x, f(x)):

d(x) = Jr=x) +(f()-n)

Denne funktion skal minimeres! Husk, at x;, og y, er konstanter, altsd bare tal!



22 © Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk

Opgave 21 (Svar opgave)

En beholder har form som en om-

drejningsparaboloide, fremkom-

" —
Qo
—L |

met ved at rotere parablen med
forskrift f(x)=2x’ omkring y- \
aksen. En bold med radius 2,5 \ ) § /
smides ned 1 beholderen. Hvor /
langt fra bunden vil boldens
nederste punkt befinde sig, nar \ “ /
bolden falder til ro? Hjeelp: Be- \
tragt figuren til hejre: Tag ud-
gangspunkt 1 reringspunktet P

~

|~
[¢)]
T~

w
~e.
o
is
\
=
N

e
~ L

-
NG

med (x, f(x))=(x,2x”) som ko- \\ o/
ordinater. Udnyt, at radien PC stér NP
vinkelret pd tangenten til grafen 432 - 23
for f'1 punktet P. Opskriv en lig-
ning og los den ...

Opgave 22 (Gaftelforskrift)

Lad der vaere givet to funktioner:
-x+2 for -4<x<5
fx)=-1x*+3x+4;  g(x) = {

2x—13 for x>5

Los ligningen f(x)=g(x).

Hjeelp: Indtastningen af g(x) er lidt tricky. Man skal bruge when-sa&tningen, som har
folgende syntaks: when (betingelse , sandresultat , falskresultat , ukendtresultat) . Hvis betingel-
sen er opfyldt, velges sandresultat. Hvis betingelsen ikke er opfyldt, velges faiskresuitat.
Kan betingelsen ikke afgeres, vaelges ukendtresultat. Man kan fint indsatte flere when-
setninger indeni hinanden. Det er faktisk nedvendigt her. Bemark, at den sidste para-
meter kan udelades, men ikke den naestsidste: @Pnsker man ikke funktionen defineret
udenfor det ved betingelsen angivne interval, sa kan man pd pladsen for falskresultat
skrive undef, som star for udefineret (Undefined). Tilbage til opgaven. Serg for at der
kommer til at std folgende i[Y=]-editoren:

y1(x)=when (-4sx<5,-x+2,when(x>5,2x-13,undef))

Tegnet < indtastes som [2nd][<](=]. Husk endvidere at bruge ()] som negativt fortegn!
when kan eventuelt hentes via [CATALOG]. Den inderste when-s&tning spiller her rollen af
falskresultat 1 den yderste when-satning. Overvej hvorfor dette faktisk definerer g(x)?
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Opgave 23 (Fysik: radioaktivitet)

Et radioaktivt materiale indeholder atomkerner, som ikke er stabile. De ustabile, radio-
aktive kerner vil pé et eller andet tidspunkt henfalde. At en kerne henfalder betyder, at
kernen enten udsender elektromagnetisk striling (y-striling) eller omdannes til en ny
kerne under udsendelse af én eller flere partikler. a-henfald og B-henfald er eksempler
pa sidstnavnte. Ved et a-henfald udsender kernen en heliumkerne. Ved -henfald om-
dannes en neutron 1 kernen til en proton, en elektron og en sakaldt antineutrino. Elektro-
nen og antineutrinoen udsendes (se figur). Nar radioaktiv straling rammer et menneske
vil det forarsage ioniseringer i cellernes atomer, hvilket kan vere skadeligt.

Man kan ikke udtale sig om pé hvilket tidspunkt en radioaktiv kerne henfalder, da det
har noget med sandsynligheder at gore! Da det radioaktive materiale imidlertid indehol-
der et meget stort antal radioaktive kerner, sa betyder De store tals lov, at man alligevel
kan forudsige med meget stor sikkerhed, hvad der vil ske. Den sékaldte henfaldslov
siger, at antallet af ikke-henfaldne kerner vil aftage eksponentielt med tiden. Idet N(¢)
angiver antallet af ikke-henfaldne kerner til tidspunktet f og N, antallet af ikke-henfald-
ne kerner til tidspunktet # =0, lyder henfaldsloven:

N(t) = Ny-e™
hvor k er henfaldskonstanten.

a) Vis, at halveringstiden 7,, kan udregnes via formlen 7,, = In(2)/k. Du kan lese
opgaven i handen eller evt. med grafregneren og anvende solve med hensyn til 7.
Det vil isolere # i ligningen. Husk at bruge [-] som minus!

b) Det oplyses, at halveringstiden for Casiums-137 er 30 ar. Bestem henfaldskonstan-

ten med enheden ar'.

En Casium-137 kilde indeholder 3,2-10" radioaktive kerner til tiden #=0.

¢) Hvor mange radioaktive kerner vil der vaere efter 17 ar?

d) Hvornar er antallet af radioaktive Cs-137 kerner nede pa 1,7-10' 2

e) Aktiviteten af en radioaktiv kilde er matematisk defineret som A(f)=—-N'(¢). Be-
stem et udtryk for A(¢), med de aktuelle vaerdier for k og N, .

f) Hvad forteller aktiviteten, sagt med ord?

g) Aktiviteten regnes i enheden Bq (Becquerel). Hvornar er kildens aktivitet reduceret
til 10% af dens oprindelige aktivitet?
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Opgave 24 (Geofysik: atmosfaren)

Som bekendt aftager trykket p, nar man bevager
sig opad i atmosfaren. Det samme gor luftens
densitet p. I det folgende skal vi se pd en model
for situationen. For fuldstendighedens skyld wvil
vi kort studere modellens baggrund. Teorien kan
overspringes, hvis det enskes. Man kan opstille
to ligninger:

M-p .

= £. "(h) = —p-
. p'(h)=-pg

p:

Forstnevnte er blot en densitetsudgave af fil-
standsligningen for en ideal gas (p-V =n-R-T,
p=m/V og M =m/n). Den anden ligning er
den sékaldte hydrostatiske ligning, som fas ved at
studere, hvor meget et lille luftlag bidrager med
til trykket.

Her er M =0,02896 kg/mol molarmassen af den atmosfariske luft, 7" er temperaturen i
Kelvin, R =8,3145J/(mol-K) er gaskonstanten og g =9,82 m/s> er tyngdeacceleratio-
nen. Tilsammen giver disse to ligninger anledning til felgende differentialligning:

M-g-p
i ]’l _ _ 7 &
p'(h) R.T
Man antager, at atmosferen har samme sammensatning i alle hejder, s M kan antages
konstant. Hvis man ydermere antager, at temperaturen og tyngdeaccelerationen ikke
@ndrer sig ved opstigning, sa far man folgende losning til problemet:
ph) = pye AT

Det skal lige naevnes, at specielt de sidste to antagelser ikke er realistiske, specielt ikke
den med temperaturen. I den nederste del af atmosfaren aftager temperaturen en del
med hgjden. Alligevel viser modellen sig ret god is@r i den nederste del af atmosfaren.
Onskes en mere pracis model, ma man regne med, at 7 og g varierer. Det gores 1 den
sakaldte standard atmosfeere. Ikke mere herom. Nedenfor vil vi grundet modellen anta-
ge, at temperaturen er 0°C, dvs. 7 =273 K, 1 alle hojder, updagtet, at temperaturen pa
toppen af Mount Everest fx typisk vides at ligger mellem —19°C og —36°C.

a) Benyt modellen ovenfor til at bestemme trykket pd Mount Everest, som er 8848
meter hgjt. Det oplyses, at trykket ved jorden er p, =101325 Pa.

b) Hvor hejt skal man op for trykket halveres?

c) [Ihvilken hgjde er trykket 80000 Pa?

d) Benyt grafregneren til at finde et udtryk for p'(h).

e) Bestem p’(1000). Hvad fortaeller denne sterrelse, sagt med ord?
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Opgave 25 (Fysik: elektronik)

En kapacitor er en elektrisk komponent, som udnyttes i megen elektronik. Pa billedet til
hegjre er vist en raekke kapacitorer anbragt pa et lydkort til en computer. Komponenten
er 1 stand til at oplagre ladning. Denne egenskab er vigtig i mange sammenhange. Et
godt eksempel er en kamera flash, hvor den elektriske energi, som er oplagret i en kapa-
citor, fyres af pa én gang! Spandingen U over en kapacitor er proportional med den lad-
ning O, som er ophobet pa hver side i (plade-)kapacitoren. Proportionalitetsfaktoren kal-
des kapacitansen og betegnes med C: Q =C-U . Jo sterre kapacitans, jo mere ladning
kan ophobes. Enheden for kapacitans er F (Farad). Enheden for ladning er C (Cou-
lomb). Pa figuren nedenfor til venstre er vist en resistans R sat i serie med en kapacitor
C. Kredslobet kaldes derfor for et RC-kredsleb. Vi antager, at vi har at gere med en
perfekt spendingskilde — med fast spanding U, og uden indre modstand.

Nér man via en kontakt slutter kredslebet, sa vil der foregd en opladning af de to plader
1 kapacitoren, med en ladning +¢(¢#) pa den ene side og —¢(¢) pa den anden. Bemerk,
at ladningen er en funktion af tiden ¢. Man kan opstille en sakaldt differentialligning og
derved lgse problemet med, hvordan ladningen vokser. Det viser sig, at den er givet ved
folgende udtryk, hvor O, =C-U,:

q(t) = O, ~(1 —e RC) (Opladning af en kapacitor)

a) Indtast forskriften for ¢(¢) i hovedskaermen via og tildel forskriften til g(z)
via [STO»). Du kan bare kalde parametrene Q,, R og C for henholdvis q@, r og c,
men husk parenteser og gangetegn imellem storrelserne! Nar du sé i spergsmal b)
skal udregne ¢q(¢) for nogle konkrete vaerdier for Q,, R og C, s kan du blot tildele
disse verdier til de respektive parametre via 1 hovedskarmen.

b) Antag, at vi har et kredsleb med en resistor med resistansen 1 MQ =1-10°Q og en
kapacitor med kapacitansen C =5puF=5-10°F. Lad spandingskilden levere en
fast spending pd U, =24 V . Hvor stor er ladningen efter 4 sek.?

c¢) Hvad sker der med ladningen, nar ¢ — o ? Tegn grafen for ¢(¢). Som vindue kan
du veelge: xmin = 0; xmax = 30; ymin = 0; ymax = 0.0002 . Beskriv kurven!

d) Hvornér er ladningen naet op pa 1,0-10™* C?

e) Benyt grafregneren til at finde stromstyrken, som er ladning pr. tid: i(¢) = q'(¢).
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Opgave 26

En virksomhed ensker at fremstille en cylinderformet beholder, som béde har en bund
og et 14g, foruden den krumme overflade. Virksomheden oplyser, at beholderens volu-
men skal veere 0,6 liter = 600 cm” .

a) Hvor stor skal cylinderens hegjde vare, hvis dens radius er 5 cm, for at beholderen
far det rette volumen? Hvilket overfladeareal giver det anledning til?

En given radius r giver altsd anledning til et bestemt overfladeareal, som vi vil betegne
O(r). Vi har altsd at gare med en funktion, hvor r er den variable.

b) Vis, at overfladearealfunktionen ser séledes ud:

o(r) = 2nr* + @, r>0
r

Hjeelp: Betingelsen om, at volumenet skal vaere 600 cm’® giver en sammenhzang
mellem » og 4. Herved kan 4 udtrykkes ved r og indszttes i udtrykket for overflade-
arealet, s 4 forsvinder her, og man kun har at gere med en funktion af én variabel.

c) Indtast i hovedskaermen i grafregneren funktionsudtrykket for arealfunktionen og
tildel det til en funktion o(r). Du kan eventuelt indbygge definitionsmangden i
forskriften ved at tilfaje | r>@ efter selve funktionsudtrykket. With-operatoren (1]
er rigtig smart her.

d) Kontroller ved indsattelse af » =5 1 overfladearealfunktionen, at du far det samme
svar for overfladearealet, som du fik i spergsmal a). Benyt grafregneren hertil.

e) For hvilke radier opnar man et overfladeareal pa 500 cm>? Benyt grafregneren.

f) Vi er interesseret i at undersoge hvilken diameter, som vil minimere overfladearea-
let. Benyt grafregneren til at foretage en undersogelse af monotoniforholdene for
overfladefunktionen, og pavis, at funktionen har et lokalt og globalt minimum.
bestem den radius, som giver det mindste overfladeareal og angiv arealet. Husk at
lave en tallinje for O'(r).

g) Nu oplyser virksomheden, at materialet i beholderens bund og 14g koster 700 kr. pr.
m’, mens materialet til den krumme overflade kun koster 400 kr. pr. m’. Bemeerk,
at 1 m? er det samme som 10.000 cm?’. Opskriv forskriften for en funktion P(r),
som angiver den samlede pris for beholderen som funktion af radius r.

h) Foretag en undersggelse af funktionen P(r), tilsvarende som i spergsmal f), med
henblik pd at finde den radius, som virksomheden skal anvende, for at opnd den
mindste pris for beholderen. Hvilken pris giver det?
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Opgave 27

Der onskes konstrueret en kasse med bund og sideflader, men uden 14g. Den lange side i
bunden skal vare dobbelt s& lang som den korte side i bunden. Endvidere skal kassen

e

have et volumen p4 en liter, dvs. 1000 cm’.

2x

a) Hvor stor skal kassens hejde veare, hvis den korte side i bunden er 7 cm? Hvor stort
er overfladearealet af kassen?

Lad os kalde den korte sideleengde i bunden for x. Sa er den lange sidelengde i bunden
2x. Hojden af kassen betegnes /4. Spergsmél a) indikerer, at en given vaerdi for den korte
sidelengde x giver anledning til et bestemt overfladeareal, som vi vil betegne O(x). Vi
har altsa at gere en funktion i x.

b) Vis, at overfladearealfunktionen ser séledes ud:

O(x) = 2x* + M,

x>0
Hjeelp: Betingelsen om, at volumenet skal vaere 1000 cm® angiver en sammenhzang
mellem x og A. Herved kan 4 udtrykkes ved x og indsattes 1 udtrykket for over-
fladearealet, s& 4 forsvinder her, og man kun har at gere med en funktion kun af én
variabel.

¢) Indtast i hovedskarmen 1 grafregneren funktionsudtrykket for arealfunktionen og
tildel det til en funktion o(x). Du kan eventuelt indbygge definitionsmangden i
forskriften ved at tilfaje |x>@ efter selve funktionsudtrykket. With-operatoren [1]
er rigtig smart her.

d) Kontroller ved indsattelse af x =7 i overfladearealfunktionen, at du far det samme
svar for overfladearealet, som du fik i spergsmal a). Benyt grafregneren hertil.

e) For hvilke korte sidelaengder x opnar man et overfladeareal pa 600 cm*? Benyt graf-
regneren.

f) Vi er interesseret i at undersege, hvilken verdi for x der vil minimere overflade-
arealet. Benyt grafregneren til at foretage en undersogelse af monotoniforholdene
for overfladefunktionen, og pavis, at funktionen har et lokalt og globalt minimum.
bestem den verdi for x, som giver det mindste overfladeareal og angiv det tilhoren-
de areal. Husk at lave en tallinje for O'(x).
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Opgave 28 (Okonomisk model)

I det folgende vil vi betragte en
simpel ekonomisk model for en
virksomhed. Nar en virksomhed
forsoger at sxlge sine varer, sd er
prisfastsattelsen et vigtigt tema at
overveje. Sattes prisen lavt, s kan
der sxlges mange styk, men for-
tjienesten pr. styk vil vaere mindre.

Sattes prisen hgjere, sd kan der
normalt ikke afsattes sd meget,
men man tjener mere pr. styk. Det

store spergsmaél er, hvad den optimale stykpris er? — underforstdet den stykpris, som
giver den storste fortjeneste. Til at besvare dette spergsmal behgves blandt andet viden
om efterspergslen og omkostningerne.

antal | Eftersporgselskurve pris (k)  Omkostningskurve
A A
3000 80000
N
N 60000 -
2000 _
N 40000 7
N
1000 20000 o
N //
0 » Pris 0 » Antal
0 50 100 150 200 250 300  (kr) 0 200 400 600 800 1000 1200

For at simplificere problemstillingen antager vi, at alle de producerede enheder s&lges.
Antal producerede enheder og antal solgte enheder er altsd det samme. Vi antager, at
eftersporgselsfunktionen, som angiver antal styk, x, er en lineart aftagende funktion af
stykprisen p:

~ 3000-x

x=3000-8:p 2

Omkostningerne kan deles op i de variable omkostninger og de faste omkostninger. De
variable omkostninger athanger af antal producerede enheder, og vi vil her antage, at de
variable omkostninger er proportionale med antal producerede enheder: 80 kr. pr. en-
hed. De faste udgifter settes her til 5000 kr. Vi har altsd felgende omkostningsfunktion:
O(x)=80-x+5000. Indtegtsfunktionen fas ved at multiplicere antal solgte enheder
med salgsprisen pr. enhed: /(x)=x-p=x-(3000—x)/8. Da fortjenesten er lig med ind-
teegter fratrukket omkostninger, fas folgende fortjenestefunktion:

F(x) = I(x)-0(x) = x-(%] — (80-x+5000)
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a) Foretag en funktionsundersogelse af fortjenestefunktionen. Hvad er den optimale
stykpris at s@tte pa varen, og hvor mange enheder skal der produceres? Hvor stor er
den samlede fortjeneste?

b) Sterrelserne /'(x) og O'(x) betegnes henholdsvis marginalindtegterne og margi-
nalomkostningerne. Bestem de to sterrelser for en produktion pé 800 enheder. Hvad
siger de to sterrelser noget om, sagt med ord?

c) Bestem marginalindtegterne og marginalomkostningerne for det antal enheder,
som giver den optimale fortjeneste, bestemt 1 spergsmal a). Hvad konkluderer du?

d) Kan en voksende eftersporgselskurve teenkes? Diskutér!

Opgave 29 (Okonomisk model)

Med betegnelserne fra forrige opgave: Lad eftersporgslen ved en vare vere givet ved
formlen x =1000000- p~"°, hvor x er det antal enheder, som kan szlges til stykprisen p.
Lad endvidere O(x) =0,00005x> —0,12x* +100x +10000 vare omkostningsfunktionen.

a) Tegn eftersporgselskurven pd grafregneren — dvs. antal solgte enheder x som funk-
tion af prisen p — idet du veaelger et vindue, s& 0< p <100 og 0<x<10000. Be-
skriv grafens udseende med ord: Kan den retferdiggeres? Giv en praktisk forkla-
ring pa, hvorfor en efterspergselskurve kan se sdledes ud!

b) Beregn funktionen, som angiver salgsprisen pr. styk, p, som funktion af antal solgte
enheder, x.

¢) Angiv et udtryk for indtegtsfunktionen /(x).

d) Tegn pa grafregneren graferne for indtegtsfunktionen og omkostningsfunktionen,
idet du veelger vinduet 0 < x <2000 og 0< y <150000. Beskriv graferne med ord.
Hvilke aspekter ved en produktion kan fé graferne til at se saledes ud?

e) Angiv et udtryk for fortjenestefunktionen F(x) og tegn dens graf i samme vindue
som 1 spergsmal d). Bestem det antal producerede enheder, som giver den maksi-
male fortjeneste. Hvad er den maksimale fortjeneste? Hvad er den optimale salgs-
prisen pr. vare?

Opgave 30 (Qkonomi: priselasticitet)

Eftersporgselsfunktionen A(p) er den funktion, som givet en stykpris p pa varen, angi-
ver hvor mange vareenheder, som kan afsattes til den pagaeldende pris. I de to opgaver
ovenfor er denne storrelse blot angivet ved x. Undertiden er man 1 gkonomi interesseret
1, hvor folsom salget er overfor en prisforegelse. Lad os sige, at vi giver prisen en til-
vakst pd Ap. Vikan da betragte folgende storrelse:

A(p+4Ap) - A(p)
Relativ @ndring i eftersporgslen A(p) _ A(p+Ap)-A(p) p

Relativ &ndring i prisen Ap Ap A(p)
p
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Hvis A(p) er differentiabel, sa har sidstnavnte udtryk en graensevardi for Ap — 0, og
denne greenseveerdi betegnes den ejeblikkelige priselasticitet: E(p)= A'(p)-p/A(p).
Afsetningen kaldes uelastisk, neutralelastisk eller elastisk alt efter om |E ( p)| er mindre
end 1, lig med 1 eller storre end 1.

a) Beregn priselasticiteten for tilfeldet med efterspergselsfunktionen i opgave 28, nar
p =150 kr. Hvad er den beregnede priselasticitet et udtryk for sagt med ord?

b) Hvad har sterst elasticitet, tror du?: Almindelige fodevarer, luksusvarer, varer der
kan erstattes af andre varer? Argumenter!

Det bemarkes, at priselasticiteten er uafhengig af de valgte enheder, fx valuta!

Opgave 31 (Qkonomi: lagerstyringsmodel)

Lagerstyring er et vigtig omrade i organiseringen af en virksomhed. P4 den ene side
koster det mange penge at have et stort lager, pd den anden side koster det ekstra at fa
tilsendt nye forsyninger i mange forsendelser frem for et lille antal, selv om den totale
leverance er den samme. Spergsmalet er hvilke ordresterrelser, der er de optimale for
virksomheden, s& firmaets totale lageromkostninger bliver s smd som mulig. Indenfor
faget Erhvervsokonomi arbejder man med en klassisk model for lagerstyring, som forer
frem til den sakaldte Wilsons formel for den optimale ordrestorrelse. Den skal vi se pd i
det folgende. Vi arbejder 1 modellen med folgende storrelser:

Totale arlige antal vareenheder: V'
Omkostninger pr. ordre: F
Indkebsprisen pr. vareenhed: P
Lageromkostninger pr. enhed: K
Ordrestorrelse: X

Vi vil udregne lageromkostningerne
under den antagelse, at lagersituatio-
nen over tid er som beskrevet pa fi-
guren nedenfor til hgjre. I gennem-
snit er der +x vareenheder pa lager.

Lager (styk)
Vi far:
Antal ordrer pr. ar:  V/x
Totale kostpris: V-P
Ordreomkostninger: F -V /x
Lageromkostninger: +-x-K

Tid

Totale omkostninger = Totale kostpris + ordreomkostninger + lageromkostninger

V-P + F- 4 + +x-K
X
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a)

b)

Pévis rigtigheden af udtrykkene for antal ordrer pr. &r, den totale kostpris, ordreom-
kostningerne samt lageromkostningerne.

En virksomhed regner med at indkebe og s®lge i alt 1920 kaffemaskiner pé et &r.
Hver kaffemaskine koster 1 indkeb 175 kr. Udgifterne til hver ordre andrager 750
kr., mens det koster 50 kr. at have lagret én kaffemaskine 1 et ar. Vis, at felgende
udtryk angiver de totale (arlige) omkostninger, som funktion af ordresterrelsen x:

1.440.000
— +
X

f(x) = 336.000 + 25x

Lad funktionen g angive summen af ordreomkostningerne og lageromkostningerne:

1.440.000
= — 4

g(x) 25x

Da funktionerne f og g kun adskiller sig fra hinanden ved kostprisen, som ikke athanger

af x og dermed er en konstant, vil grafen for f blot vare en parallelforskydning af grafen

for g. Det betyder, at funktionerne har samme monotoniforhold og har de samme lokale
ekstremumssteder.

c)

d)

e)

2)

h)

Hvor stor vil summen af ordreomkostningerne og lageromkostningerne vare ved
ordresterrelser pd henholdsvis 100 og 500 styk?

Foretag en funktionsunderseggelse af f(x), idet du bestemmer monotoniforhold, og
lokale ekstrema. Hvad er den optimale ordrestorrelse?

Tegn grafen for ordreomkostningerne, lageromkostningerne og summen af dem i
samme koordinatsystem. Anvend gerne grafregneren eller et andet program.
Beskriv de to ferstnavnte grafers forleb og prev at forstd, hvorfor de ser ud, som de
gor. Bestem skaringspunktet for disse to grafer. Hvad observerer du?

Ga tilbage til det generelle udtryk for de totale (&rlige) omkostninger og bevis Wil-
sons formel for den optimale ordresterrelse:

Optimal ordresterrelse = 2 Fy

(Wilsons formel)

Passer den optimale ordresterrelse udregnet i1 spergsmal d) med det, du fér, ved at
indsatte i denne formel?

Analyser hvordan den optimale ordrestorrelse givet ved Wilsons formel pévirkes,
ndr lageromkostningerne pr. enhed, K, oges — og de andre storrelser fastholdes.
Overvej rimeligheden i de antagelser, som ligger til grund for ovenstidende model
for lagerstyring. Diskuter herunder forskellige typer varer. Kom ogsé ind pa grafen,
som viser lagersituationen som funktion af tiden. Er den rimelig? Kan man forestil-
le sig andre? Du kan eventuelt betragte en anden model og analysere den matema-
tisk.
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Opgave 32 (Bevagelse)

En af grundede til, at differentialregning spiller sa stor en rolle i fysik er, at den afledede
funktion dukker op pé naturlig made i s& mange sammenhange. Et af de mest lysende
eksempler herpa er indenfor beveegelse, som er et underemne til emnet mekanik. Vi skal
se, hvordan hastigheden fas ved at differentiere stedfunktionen og hvordan acceleratio-
nen fas ved at differentiere hastighedsfunktionen.

Forste sporgsmal er, hvordan vi 1 det hele taget skal beskrive en bevagelse. Er der tale
om et fly, som kan bevage sig i 3 dimensioner, er der brug for et koordinatsat bestien-
de af tre koordinater: (x(¢), y(¢), z(¢)) . Hver koordinat er en funktion af ¢, svarende til at
flyet, eller snarere dets tyngdepunkt, befinder sig forskellige steder til forskellige tids-
punkter. Udover de tre koordinater kunne man ogsé overveje at have nogle yderligere
funktioner, som beskriver flyets stilling i forhold til tyngdepunktet. Vi vil dog ikke
komme narmere ind pa dette her. Pa figur 2 har vi en bil, som bevager sig rundt i en
plan, altsa bevager sig 1 2 dimensioner. For at beskrive positionen af bilens tyngde-
punkt, kreeves et koordinatsat bestdende af 2 koordinater: (x(z), y(¢)). Nar vi arbejder
med en bevagelse, hvori der er flere koordinater, som hver er en funktion af tiden ¢, sa
siger vi, at vi har at gere med en vektorfunktion. Vi vil komme ind pd emnet senere i
matematik. I denne opgave skal vi imidlertid kun beskaftige os med bevagelse 1 1 di-
mension, som vist pa figur 3. En bil bevaeger sig ud af en lige vej, og der skal bare én
funktion til at beskrive bilens position: x(¢). Ofte vil vi dog ogséd betegne denne funk-
tion med s(t), stedfunktionen.

Figur 1 Figur 2
z y
A (X(t), y(t)a Z(t)) A

o (D), (0)

\
=
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Bemark, at vi ogsd kun har at gere med en bevagelse i 1 dimension, hvis den bane,
bilen bevager sig ad, er en krum fastlagt kurve, som for eksempel en vej, og vi kun
interesserer os for hvor langt ud af denne kurve bilen er kommet til et givet tidspunkt og
hvilken hastighed bilen har i denne bevaegelse. Man kan forestille sig, at vi har lagt et
maleband ud langs med den krumme vej ...

A
A

sekant

tangent

g SR WA

\ 4
~

I—IN
~
N

Har man bilens position til ethvert tidspunkt #, har man bilens sékaldte stedfunktion, s(t).
Dens graf betegner vi beveegelsens (z,s)-graf. Gennemsnitshastigheden v, 1 tidsrummet
fra # til ¢z, fis ved at dividere den str&kning As=s, —s,, som bilen har tilbagelagt,
med tidsrummets laengde At =¢, —1,:

A% =

£ N

t2 _tl

Det ses, at det svarer til at finde hceldningen af sekanten igennem punkterne (#,,s;) og
(t,,5,) pa sted-grafen. Man kan ogsd tale om en hastighed til et bestemt tidspunkt, den
sakaldte gjeblikshastighed. For at fastlaegge den, er det nedvendigt at kende bevagelsen
1 et lille tidsrum omkring tidspunktet. Hvis man pa figuren ovenfor lader tidspunktet ¢,
nerme sig til tidspunktet 7, sd vil gennemsnitshastigheden i tidsrummet Af=t, —t,
som regel nerme sig til et bestemt tal, og dette tal vil vi kalde hastigheden til tidspunk-
tet £, dvs. v(¢)):
_As s,

v, = = — v(t,) for t, >t
¢ A 4 ! 2

Dette er ikke s& merkeligt, for nér tidsrummet gores meget lille, sd kan bilen stort set
ikke nd at @ndre hastighed indenfor tidsrummet og gjeblikshastigheden vil sa stort set
vaere lig med gennemsnitshastigheden 1 tidsrtummet. Da gennemsnitshastighederne er lig
med heldningskoefficienterne af sekanterne, og da sekanterne nermer sig til tangenten i
punktet (7,,s,), sa er gjeblikshastigheden v(#) til tidspunktet ¢, lig med hceldningen af
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tangenten 1 punktet (#,s,). Sagt pd en mere matematisk made: Hvis sted-funktionen
s(t) er differentiabel i ¢,, dvs. hvis differenskvotienten As/At¢ har en greenseverdi for
t, > t,, sd er grensevardien lig med gjeblikshastigheden i ¢, som igen er lig med dif-
ferentialkvotienten i ¢, : v(#,) =5'(¢,) . Dette kan man gere for ethvert tidspunkt # . Den
afledede funktion til stedfunktionen s(¢) er altsa hastighedsfunktionen v(t) = s'(t) . Gra-
fen for denne hastighedsfunktionen betegnes (¢,v)—grafen .

En tilnermet verdi for en bils gjeblikshastighed kan altsa findes ved at bestemme bilens
gennemsnitshastighed 1 et lille tidsrum omkring det betragtede tidspunkt. Dette faktum
bruges undertiden til at kontrollere om biler overholder hastighedsbegrensningerne i
byerne: P4 en vej udlegger man to kabler med en lille afstand As imellem, og noget
udstyr maler, hvor lang tid A¢ bilens forhjul er om at komme fra det forste kabel til det
andet! En god verdi for gjeblikshastigheden er da As/A¢. 1 dag benytter man ogsd
andre metoder til hastighedsbestemmelse, fx laserstréler.

Det skal ogsé lige n@vnes, at vi i definitionen ovenfor regner hastigheder med fortegn,
forstdet pd den made, at hvis bilen kerer filbage 1 banen, sa er hastigheden negativ. Nar
man i fysik bruger begrebet fart, s menes storrelsen af hastigheden; i dette tilfeelde den
numeriske veerdi af hastigheden.

Nu til begrebet acceleration. De fleste ved, at nér en bil gger sin hastighed, s& accelere-
rer den. Acceleration er egentligt bare hastighedscendring pr. tid. En nejagtig definition
fas ved at gentage hvad vi gjorde ovenfor for (¢,s)— grafen, nu blot for (¢,v)—grafen :
Forst indferes gennemsnitsaccelerationen a, som sekantheeldningen og derefter gje-
bliksaccelerationen som graensevardien af differenskvotienten for z, — ¢, . Det betyder,
at accelerationsfunktionen fas som den afledede af hastighedsfunktionen: a(¢)=v'(¢).
Grafen betegnes (¢,a)—grafen .

Av Vy =V . [ Av ,
= —=2—1, a(y)=Ilim (Ej:"(ﬁ)
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Poul og Lise kerer en tur beskrevet ved nedenstaende (¢,s)-graf.

a) Prov at vurdere, hvordan hastigheden har varieret i lebet af de 10 minutters kersel,
idet du vurderer tangenternes haeldning. Hvornar er hastigheden 0?

b) Hvad er hastigheden omtrent til tidspunktet # =3 min?

¢) Hvad er gennemsnitshastigheden i tidsrummet fra 0 til 6 minutter?

d) Hvad foregér der i tidsrummet fra 6 til 9 min.?

e) Acceleration er hastigheds@ndring pr. tid. Prov at vurdere, 1 hvilke tidsrum accele-
rationen har veret hoj, svarende til at haeldningskoefficienten af tangenten andrer
sig meget.

s (km)

o
Yy

t (min)

Opgave 33 (Bevagelse)

Betragt bevagelsen beskrevet ved sted-funktionen s(7)= 0,5t —5¢* +14¢ i folgende
tidsrum: 0 <7 <8. Tiden regnes 1 sekunder (s) og afstanden i meter (m).

a) Udregn hastigheds- og accelerations-funktionen.

b) Skitser (¢,s)—grafen, (¢z,v)—grafen og (¢,a)— grafen .

c) Til hvilke tidspunkter er hastigheden 0? Hvad kan du sige om (,s) — grafen til disse
tidspunkter?

d) Hvad er hastigheden til tidspunktet # = 6 sek?

e) Hvornar er hastigheden 18 m/s?

f) Til hvilket tidspunkt er accelerationen 0? Hvad observerer du ved (,s)—grafen til
dette tidspunkt?
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Opgave 34 (Bevagelse: det frie fald)

Mikkel og Marie spiller bold. Mikkel kas-
ter bolden lodret op i luften, séledes, at
bolden, umiddelbart efter at den forlader
Mikkels hénd, har en hastighed pa 7,0 m/s.
Héndens hgjde over jorden er 1,4 m, og der
kan ses bort fra luftmodstand. Bevagelsen
kan klart beskrives ved en bevagelseslig-
ning 1 1 dimension. Man kan vise, at der
for et frit fald gaelder folgende bevegelses-
ligning, hvor g =9,82 m/s” er tyngdeacce-
lerationen, v, er hastigheden til tiden # =0
og s, er positionen til # = 0:

st) = =g +v, t+s,

Bemerk, at der er lagt en “malestok” ind, som er 0 ved jorden og peger opad.

a) Indtast sted-funktionen pa grafregneren. Du kan passende velge ¢ = 0 til at veere det
gjeblik, hvor bolden forlader Mikkels hiand. Tegn grafen for bevagelsen i et passen-
de tidsrum og skitser grafen.

b) Fa grafregneren til at bestemme hastighedsfunktionen. Skitser ogsa dens graf.

¢) Hvilken hgjde har bolden til tiden ¢ = 0,5 sek.?

d) Bestem den maksimale hejde s, , som bolden opnér i bevaegelsen, og bestem tids-
punktet det sker pé.

e) Bestem tidspunktet, hvor bolden rammer jorden.

f) Hvor stor er hastigheden umiddelbart for bolden rammer jorden? Hvordan tolker du
fortegnet?

g) Bestem accelerationen i bevaegelsen. Athenger den af ¢? Undrer resultatet dig?

Opgave 35 (Biologi: logistisk vaekst)

I modeller, som beskriver populationer, stader man ofte pd den sakaldte logistiske
model. Arsagen til, at den tages op i s4 mange forskellige sammenhznge er, at den byg-
ger pa nogle ret generelle forudsetninger. For bedre at forstd den, er det fornuftigt forst
at se pa den mere simple eksponentielle model. Lad n(t) reprasentere storrelsen af den
aktuelle population. Den eksponentielle model udtrykker da, at hastigheden »'(¢) , hvor-
med populationen vokser, er proportional med populationens sterrelse: n'(t) =k -n(t).
En meget naturlig antagelse: Hvis bestanden er dobbelt s stor, fodes der ogsd dobbelt
sd mange nye individer, etc. Losningen til denne ligning (differentialligning) er pé for-
men n(t)=b-€e*". Det viser, at populationen under denne forudsatning vil udvikle sig
eksponentielt. Imidlertid ved vi, at populationen ikke kan blive ved med at vokse i det
uendelige. Ofte vil omgivelserne eller foden satte en ovre granse for, hvor stor popula-
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tionen kan blive. Derfor indferer man en model, som kan tage hensyn til dette forhold.
Den bygger pé at hastigheden, hvormed populationen vokser, ikke blot er proportional
med populationens egen storrelse, men ogsa med hvor megen “raderum”, der stadig er
for vaekst. Her gores en antagelse om, at populationens grense er en eller anden verdi
G. Den logistiske model bygger altsd pa felgende logistiske differentialligning:

n'(t) =k-n(t)-(G—n(t))
Man kan vise, at losningen til denne differentialligning er:

a-G
n t =
( ) e—G-k-z

hvor a er en eller anden konstant, som athenger af begyndelsesbetingelserne.

Der foretages et forseg med nogle bakterier i en petriskal. Det viser sig, at populationen
af bakterier udvikler sig, som angivet ved folgende funktion, hvor ¢ regnes 1 timer:

90
0,1+

n(t) =

a) Undersog udviklingen af bakterier over en 24 timers periode. Skitser grafen og for-
sog at forklare grafen udfra teorien ovenfor: Hvorfor flader kurven ud? Hvorfor er
vaeksten mindst i starten og til slut? Hvad sker der med populationen, nar ¢ — oo ?

b) Hvor mange bakterier er der fra start og efter 5 timer?

¢) Hvornar er populationen oppe pa 800 bakterier?

d) Bestem differentialkvotienten n'(z) .

e) Bestem 7'(3) og fortel, hvad den forteller om bakteriekulturen.

f) Bestem et udtryk for n'/n som funktion af n. Tegn udtrykkets graf. Hvad forteller
det noget om?

Opgave 36
45

Betragt den logistiske vaekst n(f) = 727

. Tegn grafen og los n'(t) =3,2.
1+5-e
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Opgave 37 (Bevagelse: projektopgave)

Fremskaf noget fysikudstyr, der kan maile bevagelser. Det kan vere en gammeldags
timer eller en mere nymodens motionsensor, der koblet til et interface og en computer
kan registrere positionen af en genstand, som befinder sig over sensoren. Science Work-
shop eller et tilsvarende system er fint her. Du kan eventuelt ogsa male bevagelser med
en Smartpulley. Nar beveagelsen er optaget kan du tegne (z,s)—grafer og (¢,v)—grafer .

Opgave 38

En kegle har hejden / og radius i grundcirklen er .

L

a) Formlen for rumfanget af en kegle er ¥ =1-h-G, hvor & er hejden og G er grund-
fladearealet. Bestem keglens volumen, nar 7 =10 ogradiuser »=4.

b) Lad & og r have de angivne verdier fra forrige spergsmal. En cylinder placeres i
centrum i bunden af keglen. Bestem radius af den cylinder, som har den sterste
volumen. Hjeelp: Leg et koordinatsystem ind med Origo 1 O og x-akse langs OB og
y-akse langs OA. Kald radius 1 cylinderens bund for x. Bestem ligningen for linjen
gennem 4 og B og udnyt den til at finde cylinderens maksimale hegjde y som funk-
tion af x. Bestem herefter et udtryk for volumen af cylinderen, som funktion af x:
V(x). Foretag endelig en funktionsundersogelse af V'(x) ...
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Opgave 39 (Sortlegeme-straling og Plancks stralingslov)

Indenfor fysik findes der et begreb, som kaldes et sort legeme. Hermed menes et ideelt
legeme, som har en overflade, der absorberer alle belgelengder af den elektromagneti-
ske strdling, som rammer den. I ligevaegt vil legemet udstrdle den samme energi, som
den absorberer. Det viser sig, at udstralingen fra et sort legeme athaenger kraftigt af tem-
peraturen. Intensiteten / stammende fra varmestraling fra et sort legeme er proportional
med kelvintemperaturen 7'1 fjerde potens:

I = 6-T* (Stefan-Boltzmann’s lov)

hvor 6=5,67040-10"° W/ (m*-K*) er Stefan-Boltzmann-konstanten. Hvis man ganger
intensiteten med arealet 4, fir man dermed den udstralede effekt P:

P=oc-4-T

Sammenh&ngen blev opdaget eksperimentelt af Josef Stefan (1835 — 1893) 1 1879 og
begrundet teoretisk af Ludwig Boltzmann (1844 — 1906) fem ar senere. Imidlertid er
stralingens intensitet ikke fordelt uniformt (jeevnt) over alle balgelengder. I slutningen
af 1800-tallet blev der gjort flere forseg pa at komme med en teoretisk begrundelse for
de eksperimentelle og empiriske resultater, men forst i ar 1900 lykkedes det den tyske
fysiker Max Planck (1858 — 1947) at udlede en funktion, kaldet Plancks stralingslov:

2nthe?

1) = )

(Plancks stralingslov)

hvor & =1,380658-107 J/K er Boltzmanns konstant, hvor h=6,626076-107*J-s er
Plancks konstant og ¢ = 2,99792458-10° m/s er lysets hastighed. P4 naste side er inten-
sitetsfordelingen for temperaturerne 3000 K og 4000 K afbildet. Figuren viser ogséd de
belgelengdeomrader, hvor der er tale om ultraviolet striling, synlig lys og infrared stré-
ling - alle typer er elektromagnetisk strdling. For det forste registrerer man, at jo hgjere
temperatur, jo sterre udstrdling. Samtidigt indikerer graferne, at jo hgjere temperatur, jo
lavere er belgelengden for intensitetsmaksimum. Vi ser, at et sort legeme med en tem-
peratur pa 4000 graders Kelvin vil udstréle en lille del af sin strdling i det ultraviolette
bolgelengdeomride, mens et legeme med temperaturen 3000 K nasten ikke afgiver
ultraviolet straling. Situationen med sortlegeme-straling kan illustreres meget godt med
en kogeplade: Hvis den er lidt varm, vil den udsende elektromagnetisk striling i det in-
frarode omrdde, men ikke 1 det synlige. Hvis kogepladen bliver overophedet vil den
forst blive redglodende og siden hvidgledende, hvis opvarmningen fortsatter.

a) Forseg at give en forklaring pd fanomenet.

b) Bestem den belgelengde A, som vil give den maksimale strdlingsintensitet ved tem-
peraturen 7 =4000K , ved at foretage en funktionsunderseggelse af /(1). NB! Det
er en god idé at gemme de fysiske konstanter i nogle variable 4, k, c og T.
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102) (10" Wim?) Plancks stralingslov
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Solen kan tilnermelsesvist behandles som et sort legeme med temperaturen 5800 K.

c) Bestem den bolgelengde, som giver den maksimale intensitet.
d) Benyt Stefan-Boltzmanns lov til at bestemme den totale udstralede energi pr. kva-
dratmeter af Solen.

Vi kan benytte Stefan-Boltzmanns lov til at give en vurdering af temperaturen pa Solens
overflade, idet vi antager, at Solen kan betragtes som et sort legeme. Det oplyses, at
man pd Jorden har malt den sakaldte Solarkonstant til 1368 W/m®. Det er en intensitet
I,..q » som angiver den effekt, som Solen afsatter pd én kvadratmeter af Jorden, placeret
vinkelret pa straleretningen. Solens radius er R, =6,9599-10° mog Jordens afstand til
Solen er d =1,946-10"'m.

Naér energien fra Solen striler ud vil energien
spredes ud over et storre areal. Derfor vil in-
tensiteten aftage jo lengere borte man befin-
der sig.

e) Argumenter for, at intensiteten /g, pa
Solens overfalde kan bestemmes af fol-
gende formel:

2
d
‘[Sol = [_j 'IJord
RSol




© Erik Vestergaard — www.matematikfysik.dk 41

f) Benyt formlen 1 spergsmal e) til at bestemme intensiteten pd Solen og benyt
derefter Stefan-Boltzmanns lov til at finde en verdi for temperaturen pa overfladen
af Solen. NB! Verdien passer meget pracist med den korrekte!

Opgave 40

To biler kerer pd hver sin vej hen imod et kryds K. Vejene stdr vinkelret pd hinanden,
som vist pa figuren. Til tiden =0 befinder den ene bil sig i punktet 4, 2 km fra
krydset, og bilen kerer med farten 60 km/t hen imod krydset. Den anden bil befinder sig
til £=0 1 punktet B, 3 km fra krydset og bevager sig med farten 40 km/t hen imod
krydset. Opgaven er at bestemme det tidspunkt, hvor bilerne har den mindste indbyrdes
afstand 1 fugleflugtslinje. Hjeelp: Opstil et udtryk for de to bilers position som funktion
af tiden ¢ og bestem dernast et udtryk for afstanden mellem de to biler, igen som funk-
tion af 7. Slut af med at lave en funktionsundersagelse.

Opgave 41 (Blandede opgaver med verdimangde)

I de folgende opgaver skal du bestemme lokale ekstrema samt vaerdimengden for en
funktion. I den forbindelse kan du blive nedt til at undersege funktionsvaerdier i inter-
valendepunkter og/eller undersege greenseveardier for funktionen.

a)  f(x)=0,3x" —4x* +5x+4, x€[0,13]

b) f(x)=e*—x>+2x, xeR

O fo) =22 xer
e +2
x2
R TR LE:

e) f(x)=x"-8x*+5x—14; xeR
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