
 
 





 











 
 

1. En nyttig formel 
Lad mig uden bevis angive en nyttig trigonometrisk formel, som i dag kaldes for en 
logaritmisk formel:  
 
(1) [ ]1

2sin( ) sin( ) cos( ) cos( )A B A B A B⋅ = − − +  

 
Navnet skyldes løst sagt, at en multiplikation på venstre side i formlen bliver omsat 
til en differens på højre side – en egenskab, som giver associationer til logaritmernes 
produktregel: log( ) log( ) log( )x y x⋅ = + y . Vi skal se et eksempel på, hvorledes form-
len (1) kan benyttes til at multiplicere to vilkårlige tal. 
 

Eksempel 1.1 

Tallene  og  ønskes multipliceret. 438,2904a = 23,81256b =

Løsning: Flyt kommaerne i a og b, så man får to tal  og , der begge ligger i 
intervallet [

1a 1b
]1,1− : 

 
(2) 5

1 1 10a b a b⋅ = ⋅ ⋅  
 
med  og . Vi vil nu bestemme to vinkler A og B, så 1 0, 4382904a = 1 0, 2381256b =
 

(3)       1

1

sin( ) 0,4382904
sin( ) 0,2381256

A a
B b

= =
= =

  

 
Bruges -tasten på lommeregneren, så får vi mulighederne  og 

. Summen og differensen af vinklerne fås nemt til  
og . Cosinus til hver af disse gradtal giver:  

1sin−

77594=
12− =

25,99485A = °
39,77079A B+ =13,B

,A B
°

b⋅

°
21891°

 
cos( ) cos(39,77079 ) 0,7686098
cos( ) cos(12,21891 ) 0,9773461

A B
A B
+ = ° =
− = ° =

 

 
Vi kan nu udregne højresiden i (1) ved at trække 0,7686098 fra 0,9773461 og divi-
dere resultatet med 2, hvilket giver 0,1043682. Ifølge (1) og (3) har vi udregnet 

. For endeligt at få udregnet a1 1sin( ) sin( )A B a⋅ = b⋅  skal vi ifølge (2) blot flytte 
kommaet 5 pladser til højre. Det giver 10436,82.  

 
 



Nu vil det ikke være særligt fornuftigt at benytte lommeregneren til på denne måde at 
udregne produktet af to tal; så kunne man jo lige så godt gange de to tal sammen di-
rekte ved hjælp af lommeregneren! Før lommeregnerens tid har det imidlertid været 
forbundet med et stort arbejde at multiplicere og dividere store tal, hvorimod addition 
og subtraktion foregik noget nemmere. Indtil et godt stykke op i 1500-tallet havde 
man ikke noget bedre end den sædvanlige ”skolemetode”, hvor tallene stilles op ved 
siden af hinanden, og hvor man ganger cifre sammen og opstiller dem under hinan-
den – en metode, som stadig kort omtales i folkeskolen i dag. Så fandt man på at an-
vende formler såsom (1) til at lette multiplikationerne, og beregningsprocessen fik 
navnet prosthaphaeresis, der på græsk betyder addition og subtraktion. Idéen var at 
multiplikationer blev erstattet af mindre arbejdstunge additioner og subtraktioner. 
Hertil kommer dog tabelopslag, idet man måtte bruge trigonometriske tabeller. Tæn-
ker man sig for eksempel formel (1) anvendt, så skal man foretage 2 subtraktioner, 1 
addition, 4 tabelopslag samt en simpel multiplikation med 0,5. De første to tabel-
opslag består i at man finder A og B ved at gå omvendt ind i en sinustabel. De sidste 
to består i, at man aflæser cosinus til A B−  og A B+  i en cosinus-tabel.       
 

Øvelse 1.2  

a) Anvend formel (1) til at gange 55,82316 med 4207,175. Prøv eventuelt at få fat i 
en gammel sinus-tabel og cosinus-tabel, ellers ”snyd” ved at bruge lommeregne-
ren som ”tabel”. Du skal dog foretage additionerne, subtraktionerne og den simp-
le multiplikation i hånden. Kontrollér resultatet med det, som en lommeregner vil 
give. Hvor stor er nøjagtigheden? 

b) Foretag multiplikationen fra spørgsmål a) ved hjælp af ”skolemetoden”. 
c) Vurdér metoderne i forhold til hinanden. 

 
En fordel ved at anvende prosthaphaeresis er, at man nok ikke så nemt kommer til at 
lave en beregningsfejl som i tilfældet med skolemetoden, hvor der skal foretages et 
hav af simple multiplikationer samt et ikke ringe additionsarbejde.  
 
 
2. Astronomia Danica 
Et centrum for anvendelse af Prosthaphaeresis var faktisk i Danmark, på øen Hven i 
Øresund. Her foretog Tycho Brahe (1546 – 1601) som bekendt en mængde observa-
tioner af himlens stjerner på sine residenser Uranienborg og Stjerneborg. Han be-
stemte stjernernes positioner på himmelkuglen med en på den tid uhørt stor nøjagtig-
hed. I sit arbejde havde han blandt andet brug for at kunne beregne sider og vinkler i 
sfæriske trekanter. En sfærisk trekant er en trekant, der befinder sig på en kugleover-
flade. Til beregningsarbejdet, der inkluderede mange multiplikationer, havde Tycho 
Brahe assistenterne Longomontanus og Paul Wittich. Longomontanus udgav i 1622 



en bog med titlen Astronomia Danica, hvori han gjorde rede for de regnemetoder, 
der blev anvendt på Hven.  
 I bogen Tyge Brahe skrevet af Alex Wittendorff, forklares det, at Longomon-
tanus’ oprindelige navn var Christen Sørensen. Christen Sørensen var bondesøn, og 
da han blev en studeret mand, tog han efter tidens skik navn efter sit hjemsted, som 
var Lomborg ved Lemvig. Lomborg blev altså til Longomontanus på latin. Trods fat-
tigdom lykkedes det ham at blive student som 26 årig. Et par år efter blev han anbe-
falet til Tycho Brahe af en af universitetets professorer. Han havde sjældne evner 
som matematisk beregner og faldt godt til på Hven. Efter Tycho Brahe havde forladt 
øen studerede Christen videre i Tyskland og arbejdede igen hos Tycho Brahe i Böh-
men. I 1605 blev han professor ved Københavns Universitet, fra 1607 i matematik og 
astronomi. Hans titel af matematik-professor kan også aflæses på forsiden af Astro-
nomia Danica! Det var under Longomontanus’ ledelse, at observatoriet på Rundetårn 
blev indrettet. Desuden stod han for udgivelsen af universitetets almanak.  

Kun de af Tycho Brahes assistenter, der viste sig dygtigst, blev inddraget i  de 
avancerede beregningsarbejder. Alle kunne derimod hjælpe til ved observationerne. 
Det var den danske konge, Frederik den 2.’s hensigt, at Uranienborg skulle være et 
førsterangs forskningscenter, hvilket det også blev.     

 
 

 
 
Tycho Brahes observatorium Stjerneborg på øen Hven i Øresund 



I det følgende skal du undersøge, hvad der går for sig i eksempel 1 på side 10 i Lon-
gomontanus’ værk, Astronomia Danica, idet du husker hovedidéen i metoden, be-
skrevet i denne notes afsnit 1. Situationen i Longomontanus’ eksempel er dog en 
smule anderledes, idet en eller flere af de tal, som han ønsker at gange sammen, er et 
trigonometrisk udtryk i sig selv. Denne kendsgerning gør dog bare Prosthaphaeresis 
ekstra fordelagtig. Det skal desuden bemærkes, at Tycho Brahe var i besiddelse af en 
sinustabel, men ikke en cosinustabel. Førstnævnte kan dog benyttes som cosinus-
tabel, når man husker på formlen cos( ) sin(90 )x x= °− . Endvidere er tallene i Astro-
nomia Danica angivet uden decimalkomma, så man må ”gætte sig til”, hvor komma-
et skal stå. Brugen af et komma (eller punktum) til at adskille heltalsdelen og brøk-
delen af et tal var kun så småt ved at blive taget i brug i begyndelsen af 1600-tallet. 

 

Øvelse 2.1  

a) Hvad er udgivelsesåret for den betragtede udgave af Astronomia Danica ? 
b) Bevis formlen cos( ) sin(90 )x x= °−  ved at betragte enhedscirklen. 
c) Brug formlen under punkt b) samt den logaritmiske formel (1) ovenfor til at be-

vise følgende formel, hvor 90 AA′ = ° −  er komplementet til A: 

(4)    [ ]1
2sin( ) sin( ) sin( ) sin( )A B A B A B′ ′⋅ = + − −  

Det var reelt denne formel, som blev anvendt på Hven, selvom man anvendte en 
anden notation.  

d) Se på tegningen af den plane trekant på side 10 i Astronomia Danica: Hvordan 
vil du selv løse opgaven med at bestemme siden BC ? (Angiv et udtryk med en 
trigonometrisk funktion) Hvad får du som resultat? 

e) Forestil dig, at du levede i 1600-tallet og skulle udregne det udtryk, du fandt for 
siden BC i spørgsmål d); dvs. at du kun måtte gøre brug af formel (4). Hvordan 
ville du da udføre beregningen? Gør det!  

f) Tycho Brahe angav vinkler i grader og minutter. Her svarer 60′  (læses 60 buemi-
nutter eller bare 60 minutter) til 1° . Vinklen 23 39′°  svarer således til en vinkel 
på ° . I eksempel 1 anføres blandt andet en vinkel 20 33(23 39 / 60) 23,65+ ° = ′° , 
dog skrevet med en anden notation. Hvad svarer denne vinkel til i grader med 
decimaldele (kommatal)? 

g) Oversæt det, som Longomontanus’ gør i sit eksempel 1, til moderne matematik. 
Hjælp: Prøv dig frem på lommeregneren for at finde ud af, hvorfra de forskellige 
tal stammer, idet du har løsningen af spørgsmål e) for øje!  

h) Hvor præcis er den værdi, som Longomontanus får for siden BC? Hvilken delud-
regning i processen er mest unøjagtig, tror du? 



Øvelse 2.2 

Det antages, at læseren er bekendt med pointerne i øvelse 2.1. I denne øvelse skal du 
finde ud af, hvad der foregår i Exemplum 2 side 10-11 i Astronomia Danica.  

a) Betragt den plane trekant i opgaven side 11. Hvilke størrelser skal man finde og 
hvilke kender man?  

b) Hvordan vil du selv løse opgaven ved hjælp af en simpel 1g trekantsberegning?  
c) Der forekommer en multiplikation i beregningen i b). Husk, at Longomontanus 

vil udføre multiplikationer via Prosthaphaeresis, så han skal have lavet multipli-
kationen om til et produkt af to sinus’er. Herefter vil han benytte følgende varia-
tion af formel (4): 

(5)     [ ]1
2sin( ) sin( ) sin( ) sin( )D E E D E D′ ′⋅ = + + −     

Bemærk, at vinklerne D og E ikke har noget at gøre med vinklerne i trekanten. 
De er blot en ”mellemregning” til at kunne foretage multiplikationen! Vis rigtig-
heden af formel (5).  

d) Find ud af hvordan Longomontanus løser opgaven, blandt andet ved hjælp af 
formel (5).  

Bemærkning: En af de vinkler, som Longomontanus benytter i sine mellemregninger 
viser sig at være lig med en af vinklerne i trekanten. Dette er en tilfældighed, fordi si-
derne i Longomontanus’ eksempel er nogle meget pæne tal! Men bliv ikke forvirret 
af det!  
 
 
 
3. Logaritmernes fremkomst 
Selvom de prosthaphaeresiske regler kun var et skridt på vejen i udviklingen af reg-
nekunsten, så menes de at have været en vigtig inspirationskilde til opdagelsen af  
logaritmerne. Skotten John Napier (1550 – 1617), som normalt tilskrives æren for at 
have indført logaritmerne, skal have lært om Prosthaphaeresis gennem en bekendt, 
John Craig, som var læge for kong James den 6. af Skotland. Kongen var i 1590 på 
en sejltur til Danmark for at møde sin kommende brud, prinsesse Anna, datter af den 
danske konge Frederik den 2. Craig skal have været med på turen og stiftet kendskab 
til Prosthaphaeresis i forbindelse med et besøg på Tycho Brahes observatorium.  
 Efter John Napier præsenterede sin specielle logaritme kom englænderen Henry 
Briggs (1561 – 1631) til og indførte den nu velkendte titalslogaritme. Helt indtil 
1970’erne har logaritmerne spillet en fundamental rolle som middel til at lette arbej-
det ved numeriske beregninger. Logaritmernes betydning i dag, hvor vi har compu-
tere og lommeregnere, ligger derimod først og fremmest i den teoretiske matematik. 
 



Øvelse 3.1  

a) Fremskaf en titals-logaritmetabel samt en antilogaritmetabel, gerne firecifrede ta-
beller fra Erlang C. Produktreglen 

log( ) log( ) log( )x y x y⋅ = +  

giver følgende identitet: log( ) log( ) log( )10 10x y xx y ⋅⋅ = = y+

[

. Benyt sidstnævnte for-
mel til at multiplicere tallene 3,782 og 62,98. 

Hjælp: Bemærk, at en sædvanlig logaritmetabel kun kan anvendes direkte i inter-
vallet , og en sædvanlig antilogaritmetabel (1[1,10 0x ) kun i intervallet [ [0,1 . 
Heldigvis kan man også bestemme logaritmen og antilogaritmen til tal, der ligger 
udenfor de pågældende intervaller. Man foretager blot nogle små ”korrektioner”, 
som det fremgår af følgende eksempler:  

log(37,49) log(10 3,749) log(10) log(3,749) 1 log(3,749)= ⋅ = + = +  

2 2log(0,03298) log(10 3,298) log(10 ) log(3,298) 2 log(3,298)− −= ⋅ = + = − +  

3,426 3 0,426 0,42610 10 10 1000 10= ⋅ = ⋅  

1,324 2 0,676 2 0,67610 10 10 10− − + −= = ⋅  

 Disse korrektioner kan nærmest klares i hovedet. 

b) Diskutér fordele ved logaritmerne i forhold til de prosthaphaeresiske regler. Kan 
logaritmerne med fordel bruges til andet end multiplikationer? 
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