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1. Indledning

Det overordnede formal med denne note er at praesentere den beremte Bayes formel fra
sandsynlighedsregningen og vise, hvordan denne formel giver anledning til indferelsen
af de sakaldte bayesianske netveerk. Forst er det imidlertid nedvendigt med lidt indleden-
de sandsynlighedsteori, s& vi far fast grund under foedderne. Et af de centrale begreber i
den forbindelse vil vaere betingede sandsynligheder. Undervejs vil vi studere diverse an-
vendelser af teorien, blandt andet indenfor arvelighedslere og retsgenetik. Det viser sig
for eksempel, at Bayes' formel kan vere med til at kaste lys over logiske fejlslutninger,
der ofte begas i retssale under kriminalsager, hvor DNA argumenter er involveret.

Noten er blandt andet henvendt til gymnasieelever, som maétte skrive opgave i emnet. Jeg
har forsegt at sikre, at det er muligt for eleven at vise selvstendighed her, for eksempel
ved at udpensle beviser, uddybe forklaringer og/eller lase opgaver. Derfor er der ogsa en
del eksempler, som ligger tet op af opgaverne. En anden mulighed er at bruge den forste
del af noten til et forleb i sandsynlighedsregning, med malet at redegere for Bayes' formel
med anvendelser. Her kunne eksemplet med sygdomstest vere et godt valg.

2. Endeligt sandsynlighedsfelt

Sandsynlighedsregningen er médske det omrade i matematikken, hvor der historisk er ble-
vet begéet flest fejltagelser. Selv beremte matematikere har troet, at de har regnet rigtigt,
for senere at blive korrigeret. Heldigvis har sandsynlighedsregningen i1 dag faet et solidt
axiomatisk grundlag, ikke mindst hjulpet pd vej af russeren Andrey N. Kolmogorov
(1903-1987). Begreber og betingelser er i dag blevet gjort mere tydelige. I dette afsnit
skal vi prasentere begrebet endeligt sandsynlighedsfelt. Man kan sagtens definere sand-
synlighedsfelter, som har et udfaldsrum med uendeligt mange elementer (se fx [3] eller
[4]), men vi vil holde os fra det her.

Definition 1 (Endeligt sandsynlighedsfelt)

Et endeligt sandsynlighedsfelt bestar af en ikke-tom maengde U, som har endeligt
mange elementer, samt en funktion P. Funktionen P skal bade virke pa elementer
u €U ogpé delmaengder 4 c U, og det pa en made sa folgende gelder:

a) 0<Pw)<l1 foralleuel.
b) > P(u)=1
uelU

¢) P(A)=) P(u) foralle ACU .
ueA

d) P(J)=0 for den tomme maengde .
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Satning 9

For handelser i samme sandsynlighedsfelt geelder:

a) P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)

b) For disjunkte handelser 4 og B geelder: P(AU B) = P(A)+ P(B)
c) P(A°) =1-P(A)

d) Forenklassedeling 4,, 4,,..., 4, af 4 gelder:

Zn:P(Al.) = P(4)+P(4,)+...+ P(4,) = P(A)

i=1

Bevis: a) Vi ved at sandsynligheden for en haendelse fas ved at addere sandsynlighederne
af de enkelte udfald i heendelsen. Ndr man beregner summen P(A)+ P(B) bliver sand-
synlighederne for udfaldene i A" B talt med to gange. Derfor skal man traekke sandsyn-
ligheden af 4 B fra, for at f4 sandsynligheden for AU B . Det overlades til laeseren at
bevise de gvrige punkter.

Red
terning

6| (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)

H 5 (15) (2,5) (35) (45) (55) (65)

2,4) (3,4) (4,4) (54) (6,4)

3 (3,3) (4,3) (53) (6,3)
2 (4,2) (5,2) (6,2‘)/6
1 (51) (6,2)

Grgn

1 2 3 4 5 6 terning
Eksempel 10

Vi arbejder videre pa eksempel 5 fra tidligere i dette afsnit. Foruden haendelsen A, vil vi
indfore en ny haendelse G : Den rede terning viser hojest 2. Udfaldene i denne hendelse
er markeret pé figuren ovenfor. Fellesmengden H NG = {(3, 2),(4,1)} er en hendelse,
som kan udtales: Summen af terningerne er 5, og den rede terning viser 2 eller derunder.
Ved at udregne summen af sandsynlighederne af udfaldene i haendelserne, far vi:

|

PG)=12-L =2 =1 PHNG) =2-L =2 =

oo

Hendelsen H U G kan udtales: Summen af terningerne er 5 eller den rede terning viser
2 eller derunder. Haendelsens sandsynlighed kan beregnes ved brug af s@tning 9a):

P(HUG) = P(H)+P(G)-P(HNG) = & + 2 - 2 = 14 — 1

som ogsd stemmer fint med, hvad man ville fi ved at udregne den direkte.
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Punkt c) 1 stning 9 er ofte brugbar. Der er opgaver, hvor man ensker at udregne sand-
synligheden for en haendelse 4, men hvor den er besverlig at udregne direkte, hvorimod
sandsynligheden for den komplementare haendelse A er meget nemmere at udregne.

Eksempel 11

Bestem sandsynligheden for at fi plat mindst én gang ved fire kast med en ment. Udfald-
ene i eksperimentet kan, i stil med terningeforsggene, passende opskrives som et 4-tuppel.
Udfaldet (p, p,k, p) betyder sdledes, at de forste to kast gav plat, det tredje kast gav
krone, og det sidste gav plat. Det er oplagt, at der er 16 udfald i udfaldsrummet. Da de i
dette tilfaelde er lige sandsynlige, har hvert udfald altsa sandsynligheden - . Man kunne
begynde at undersoge, hvilke af udfaldene, som ligger i haendelsen A: Der er mindst én
plat, og derefter addere deres sandsynligheder. Det er imidlertid meget nemmere at be-
tragte den komplementeere haendelse A° : Alle kast viste krone. 1 denne haendelse er der
kun udfaldet (k,k,k, k). Seetning 9¢) giver nu:

P(d) = 1-P(A°) = 1-L = 15

16

3. Betingede sandsynligheder og uafhaengighed

Vi skal 1 dette afsnit studere begrebet betinget sandsynlighed, som skal vise sig at blive
centralt i forbindelse med Bayes' formel samt Bayesianske netvark. Forst en definition.

Definition 12 (Betinget sandsynlighed)

Lad 4 og B vare to hendelser i et endeligt sandsynlighedsfelt, hvor P(B)#0. Den
betingede sandsynlighed for A givet B betegnes P(A|B) og er defineret saledes:

P(ANB)

P(A|B) = °5)

Bemearkning 13
Man plejer at udvide definition 12 ved at vedtage, at P(A|B) =0,néar P(B)=0.

Definition 12 kan umiddelbart virke lidt
underlig, men ved narmere eftertanke fore-

S/

A

kommer den fornuftig: Med den nye viden
givet ved handelsen B er vores "nye ver-
den" blevet mangden B. Derfor er vi kun
interesseret 1 den del af mangden 4, som
ligger indenfor mangden B, altsd AN B.
Sandsynligheden for denne mangde sattes
i forhold til sandsynligheden for B. \_ J
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Sezetning 14 (Sandsynlighedsregningens multiplikationssatning)
Lad 4 og B vare to hendelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Da galder:
(1) P(ANB) = P(A|B)-P(B)

Bevis: Folger umiddelbart af definition 12 sammen med bemarkning 13.

Definition 15 (Uathangighed)

To handelser 4 og B i et endeligt sandsynlighedsfelt siges at veere uafhengige, hvis
) P(ANB) = P(A)-P(B)

Bemarkning 16

Hvis vi udnytter definition 15 i definitionen 12 for betinget sandsynlighed, far vi:

P(ANB)  P(A)-P(B) _
P(B) P(B)

som passer meget fint med vores intuition: At haendelserne 4 og B er uathangige vil sige,

(3) P(A|B) =

P(A)

at det ikke @ndrer pa sandsynligheden for heendelsen A4, at man far at vide, om handelsen
B er indtruffet eller ej!

Eksempel 17

Det er pa tide med et eksempel. Vi arbejder trofast videre pa eksemplet med kast med to
terninger. Vi antager givet de to hendelser H og G fra eksempel 10. Vi vil forst udregne
sandsynligheden for hendelsen H givet G.

P(HNG) % N
P(G) 2

36

P(H|G) =

Sandsynligheden for at summen af gjnene pa de to terninger er 5, givet at man ved, at den
rode terning hejest viste 2, er altsé 1/6. Lad os undersege, om de to haendelser er uathan-

gige. Hertil udregner vi produktet af de to sandsynligheder:
P(G)-P(H) = &.12 = = 4

1.1 L
36 36 9 3 27

Da P(H N G) =+ er forskellig fra -, er de to handelser altsa ikke uafthengige.

Ovelse 18
Regn videre pé eksempel 17: Hvad er sandsynligheden for G givet H, altsa P(G|H )?
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Eksempel 19

Marie og Kaja er kontorassistenter i et bygge-
firma. De har féet til opgave at lese korrektur pa
et dokument fra firmaets reklameafdeling. Marie
opdager normalt ca. 80% af kommafejlene, mens
Kaja normalt kun opdager ca. 60% af kommafe;j-
lene. De to damer settes uathengigt af hinanden

til at leese korrektur pa materialet. Hvad er sand-
synligheden for, at en given kommafejl slipper
uopdaget forbi begge kontorassistenter?

Losning: Vi indferer folgende hendelser:

A: Marie opdager kommafejlen
B: Kaja opdager kommafejlen

Heandelsen AU B kan formuleres: Mindst én af

damerne opdager fejlen. Vi skal have fat i kom-
plementarhandelsen (4L B)“: Hverken Marie eller Kaja opdager fejlen. Lad os ferst
udregne sandsynligheden for forstn@vnte handelse ved brug af s@tning 9a):

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
P(A)+ P(B)—P(A)- P(B)
0,80 +0,60 —0,80-0,60
= 0,92
hvor vi 1 2. lighedstegn har brugt, at heendelserne 4 og B er uathangige, hvilket er rime-

ligt. Der er altsa 92% sandsynlighed for, at mindst én opdager fejlen. For at bestemme
sandsynligheden for den modsatte (komplementere) handelse, bruger vi setning 9c):

P((AUB)) = 1-P(AUB) = 1-0,92 = 0,08

Der er altsé kun 8% sandsynlighed for, at fejlen slipper under radaren hos begge.

Saetning 20

Antag at 4 og B er uafth@ngige handelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Sa er fol-
gende handelser ogsé uathangige to og to: 4 og B, A° og B samt A° og B°.

Bevis: Vi ngjes med at vise forste pastand. Den neste
fds da af symmetrigrunde. Uathangigheden mellem A

</

komplementaermangderne er overladt til laeseren i1 op- B
gave 3.3. Mangderne AN B og AN B udger en
klassedeling af A4, eftersom mangderne er indbyrdes
disjunkte, og fordi deres foreningsmaengde er lig med
hele 4, dvs. (AN B)U(ANB)=A. Vi kan da ud-
regne sandsynligheden ved at udnytte satning 9d): - J
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P(ANB)+P(ANB‘) = P(A)
Trakkes forste led fra pa begge sider og udnyttes det, at A og B er uathaengige, fas:
P(ANB) = P(A)—P(A)-P(B) = P(A)-(1-P(B)) = P(A)-P(B°)

hvormed det gnskede er vist.

Ovelse 21

Argumentér for, at den handelse, vi onskede sandsynligheden bestemt for i eksempel 19,
alternativt kan udtrykkes A° m B“. Benyt nu setning 20 til at bestemme sandsynligheden
fra eksempel 19 pa en ny made, nemlig som P(A°)- P(B°).

Bemeerkning 22

Begrebet betinget sandsynlighed kan méske bringe forvirring hos nogle: Hvordan kan
man sperge om sandsynligheden for en handelse 4, givet en anden hendelse B? Nogle
vil méske havde, at nér eksperimentet er udfort, s méa sandsynligheden enten vaere 1
eller O alt efter om A indtraf eller ej. Det skal imidlertid ikke betragtes pd denne made.
Det handler derimod om, hvad den enkelte person ved. Nar personen erhverver ny viden
om det eksperiment, som er udfert (eller teenkes udfert), s vil sandsynligheden for at
handelsen af 4 er sket — set fra personens synspunkt — skulle opdateres!

O

Hvordan definerer man uafthangighed, nir der er mere end to haendelser? Dette er faktisk
ikke helt oplagt. Antag givet n hendelser 4, 4,,..., A,. Man kunne valge at sige, at
handelserne to og to skal veere uathangige, det som kaldes parvis uafhengighed. Denne
definition sikrer imidlertid ikke, at man har multiplikationsreglen til rddighed:

(4) P(A4NA,N...nA) = P(4) P(4,)--P(4,)

Da denne regel er yderst vigtig i beregninger, veelger man at forege kravene: Man vil
forlange, at hvis man tager et vilkérligt udvalg af de n hendelser, sa skal sandsynligheden
for deres fallesmengde vare lig med produktet af deres sandsynligheder:

Definition 23

Handelserne A, 4,,..., 4, siges at vere uafhcengige (eller indbyrdes uafhcengige),
safremt der for ethvert udvalg af indices i, i,, ..., 7, mellem 1 og n gelder:

P(4, N4 N..n4) = P(4)-P(4,)-P(4,)

Ved regninger analoge til dem 1 beviset for s@tning 20 kan man ret nemt vise, at hvis
A, 4,,..., A, er uvafthengige, og man udskifter et vilkarligt udvalg af disse haendelser
med deres komplementaere haendelser, sa vil disse ogsa vare uathengige.
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En typisk situation, hvor uathaengighed mellem flere end to handelser finder anvendelse,
er tilfeeldet, hvor et basiseksperiment udferes adskillige gange. Lad os kigge pé et eksem-
pel.

Eksempel 24
Hvad er sandsynligheden for ved fire kast med en terning at fa mindst én toer.

Losning: Eksperimentet er, at der kastes fire gange med en terning. Lad 4, vere hen-
delsen, at der i forste kast kommer en to'er, 4, vare hendelsen, at der i andet kast viser
sig en to'er, etc. Det er oplagt at disse haendelser er indbyrdes uathengige. Vi indser ogsa,
at den komplementere handelse til "mindst én to'er i fire kast" er haendelsen "ingen to'ere
i fire kast". Ifalge satning 9¢) haves derfor:

P(mindst en to'er i fire kast) = 1 — P(ingen to'ere i fire kast)
=1 - P(A NnANANA)

= 1 — P(A7)-P(£)- P(4)- P(4)
=1- @)

= 0,518

Her er 47 handelsen, at der ikke kommer en to'er i i'te kast. Sandsynligheden herfor fas
igen af setning 9¢c): P(4;)=1-P(4;)=1-+=2. Vi konkluderer af ovenstiende, at
sandsynligheden for at f4 mindst én to'er ved fire kast med en terning er 51,8%.

O
Eksempel 25

I mange tilfelde kan man ikke udregne en U\
sandsynlighed i ét hug, som var tilfeldet i ek- A

sempel 24, men ma dele problemet op. Lad os /Al A A XA A A Ai\
betragte haendelsen 4: "Der fés netop 2 femme-

re ved fire kast med en terning". Lad 4, vere AL A A A | A A A A
handelsen "det i'te kast gav en femmer". Man

kan da dele handelsen A4 op i seks delhaendel- AA A A | A A A A

ser, som vist pd figuren til hgjre. Her betyder N J

A "4, N A5 " Ay hendelsen, at de forste to \ Y

kast gav femmere, mens de sidste to gav "ikke-

femmere". Tilsvarende med de gvrige. Det er oplagt, at de seks delhandelser har 4 som
foreningsmangde, og at de er indbyrdes disjunkte. Der er altsa tale om en klassedeling!
Det betyder, at vi kan bruge setning 9d) til at konkludere, at sandsynligheden for 4 er
summen af sandsynlighederne for hver af de seks delha@ndelser. Sandsynligheden for den
forsteer: P(A4 NA,NA;nA))=1-L.2.2= (%)2 (%)2 . De fem andre delhandelser har
faktisk samme sandsynlighed, hvilket betyder at P(A4)=6- (%)2 (%)2 . Til den interesse-
rede leeser kan det i gvrigt nevnes, at vi i dette eksempel har beveget os ind pa omradet

med den sékaldte Binomialfordeling. Ikke mere om dette her!
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4. Bayes' formel

Vi skal 1 dette afsnit praesentere den vigtige Bayes' formel, som er meget brugbar, fordi
den i en vis forstand setter os i stand til at "vende tingene pa hovedet". Normalt har man
givet nogle udgangssandsynligheder (a priori sandsynligheder), og pé baggrund af dem
kan man udregne sandsynligheden for forskellige haendelser. Bayes' formel giver mulig-
hed for at vurdere udgangssandsynlighederne givet en viden (evidence) om udfaldet af
eksperimentet (a posteriori). P& engelsk taler man om Prior Probability, henholdsvis
Posterior Probability. Bayes' formel kan angives i en simpel version og en fuld version.
Vi starter med at bevise og formulere nogle saetninger. Hvis de forekommer lidt abstrakte,
kan du starte med eksemplerne og vende tilbage til setningerne senere.

Seetning 26 (Bayes' formel — simpel version)

Lad 4 og B vere hendelser i et endeligt sandsynlighedsfelt, med P(B) # 0. Da gelder
folgende formel for den betingede sandsynlighed for 4 givet B:

P(B|A)- P(4)

() P(4|B) = P(B)

Bevis: Formlen folger faktisk direkte fra definition 12 eller den umiddelbart afledte sat-
ning 14. Vi kan udtrykke sandsynligheden for faellesmangden pa to mader:

(6) P(ANB) = P(A|B)-P(B)
(7) P(ANB) = P(B|4)- P(4)

Seattes de to udtryk lig med hinanden, fas (5) umiddelbart.

Seetning 27 (Den totale sandsynlighed)

Lad 4,, 4,,..., A, vere en klassedeling af udfaldsrummet U i et endeligt sandsynlig-
hedsfelt. For en vilkarlig handelse B i sandsynlighedsfeltet gaelder:

®) P(B) = Y. P(BJ4)-P(4)

Bevis: For hver af mengderne 4. 1klassedelingen tager vi fellesmaengden med B. Da vil
folgen 4 "B, 4,NB,..., A4, N B udgere en klassedeling af maengden B, som det er il-
lustreret pa figuren. Af seetning 9d) felger det da, at

9) iP(A[mB) = P(B)

i=1

Det onskede folger da af s@tning 14.
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Seetning 28 (Bayes' formel)

Lad 4, 4,,..., A, vere en klassedeling af udfaldsrummet U i et endeligt sandsynlig-
hedsfelt. Da gelder for enhver haendelse B med P(B)#0:

P(B|4,)-P(4,)

2_P(B|4)-P(4)

(10) P(4,|B) =

Bevis: Folger straks af s@tning 26 og 27.
O

Ikke sjeldent har man brug for Bayes' formel i en situation, hvor klassedelingen af ud-
faldsrummet U kun bestér at to mangder, nemlig en mangde 4 og dens komplementaer-
mangde A°. I det tilfeelde bliver Bayes' formel (10) til folgende:

P(B|A)-P(A)
P(B|A)-P(4) + P(B|A")-P(4°)

(11) P(A|B) =

Inden vi gar til eksempler pd brug af Bayes' formel, skal vi formulere en anden vigtig
setning, der siger noget om betingede sandsynligheder.

Saetning 29

Lad 4, 4,,..., A, vere en klassedeling af udfaldsrummet U 1 et endeligt sandsynlig-
hedsfelt. Da gelder for enhver haendelse B med P(B)#0:

(12) Zn:P(A,.|B) =1
i=1
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Bevis: Ved brug af blandt andet definition 12, setning 14 og s&tning 27 om den totale

sandsynlighed har vi:
: _ (PANB)) K P(Bl4)-P(4)
,»;P(A"|B)_§( P(B) j—Z( P(B) )
1 < 1
= ——» P(B|4)-P(4) = —— P(B) =1
P(8) ; (B|4)-P(4) P(8) (B)

O

I ovennavnte specielle tilfelde, hvor klassedelingen af U kun bestér af to mengder, dvs.
en mangde 4 og dens komplementare mangde A°, reducerer (12) til:

(13) P(A|B)+P(A°|B) =1

Denne er ganske nyttig i praksis.

Vi skal forst se et eksempel pa brug af den vigtige s@tning 27 om den totale sandsyn-
lighed. Idéen er at foretage en fornuftig klassedeling af udfaldsrummet.

Eksempel 30

Claus er ansat hos Rade Kors og har fiet som opgave at ringe til
tilfeeldigt udvalgte personer i Kebenhavnsomrédet for at bede om
pengedonationer. En computer foretager den tilfaeldige udvalgel-

se 1 blandt telefonnumre i Frederiksberg, Ballerup og Lyngby-

Taarbek kommune. En tidligere stikprove har vist, at ca. 41% af
beboerne pa Frederiksberg giver et bidrag, mens tallene for Ballerup og Lyngby-Taarbak
er henholdsvis 22% og 34%. Befolkningsfordelingen i de tre kommuner er henholdsvis
50%, 24% og 26%. Hvad er sandsynligheden for, at et tilfeldigt opkald ferer til en dona-
tion?

Losning: Eksperimentet bestér i, at en tilfeldig person udtreekkes. Udfaldsrummet er
mangden af alle personer fra de tre omrader. Vi antager at alle har telefon og vil svare,
hvis de bliver ringet op. Vi kan nu definere folgende handelser:

F: Personen er fra Frederiksberg kommune

B : Personen er fra Ballerup kommune

L : Personen er fra Lyngby-Taarbak kommune
D : Personen donerer et belab

Det er oplagt, at vi skal bestemme P(D), altsé sandsynligheden for donation uden betin-
gelser! Vi kender imidlertid kun nogle betingede sandsynligheder for donation, for ek-
sempel at sandsynligheden for at personen donerer, givet at denne bor pa Frederiksberg,
er lig med 41%, altsé P(D|F) =0,41. Pa tilsvarende vis har vi, at P(D|B) =0,22 samt at
P(D|L) =0,34. Endeligt har vi P(F)=0,50, P(B)=0,24 og P(L)=0,26.
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som faktisk er nejagtigt det samme udtryk, som man far ved at s&tte ind i Bayes' formel
1 setning 27. Vi har altsd faet vendt problemet "péd hovedet": Vi udregner P(F |D) ud fra
P(D|F) med mere. Nér vi satter tal ind, far vi:

P(FID) - 0,41-0,50 10,2050

= = = 0,592
0,41-0,50+0,22-0,24 +0,34-0,26  0,3462

Der er altsé 59,2% sandsynlighed for, at den donerende person er fra Frederiksberg.

Eksempel 32 (Test for sygdom)

Vi skal nu kigge pa et eksempel, som pa bedste vis ( - TT—
illustrerer reekkevidden af Bayes' formel. Det er U &

samtidig en situation af ret generel karakter. Et A
screeningsprogram for en given sygdom settes 1 v
gang for en sterre persongruppe, uden at der er tale
om forudgdende symptomer. En person fra grup- |
-~

pen far oplyst, at dennes test viser positiv. Det
vides, at 1 ud af 1000 indbyggere i befolkningen
har sygdommen. Som det er tilfeldet for alle mu-

lige andre testmetoder, er den pageldende ikke |
perfekt: 1 2% af testene fas en falsk-positiv og i 5% ‘
af tilfeldene en falsk-negativ test. Hvad er sand- \

synligheden for, at personen rent faktisk har syg- ‘ g
dommen? M : J /
Losning: Der er to ting i spil her: Om personen har | s - - 5 \ 4 ' /‘

sygdommen eller ej, samt om testen viser positiv

eller negativ. Meget i stil med eksperimentet med to terninger, forestiller vi os et over-
ordnet multieksperiment, der bestér af to deleksperimenter. Det ene er at undersgge, om
personen har sygdommen. Det andet bestar i at foretage testen. Der er fire udfald i ud-
faldsrummet: (har sygdom, positiv test), (har ikke sygdom, positiv test), (har sygdom,
negativ test) og (har ikke sygdom, negativ test). Vi indferer de to hendelser:

T : "Testen viser positiv"
S': "Personen har sygdommen"

Hendelsen S er mangden {(har sygdom, positiv), (har sygdom, negativ)} , mens T er
mangden {(har sygdom, positiv test), (har ikke sygdom, positiv test)} . Det overlades til
laeseren at finde ud af, hvilke udfald, der ligger i hver af de komplementere haendelser
S og T° . Af oplysningen om falsk-positiv uddrager vi folgende: P(T |S °)=0,02 . Heraf
far vi automatisk at P(T°|S*)=1-P(T|S*)=1-0,02 =0,98 (se eventuelt (13) side 18).
De ovrige sandsynligheder overlades til laeseren. Saetning 9c¢) skal her igen bringes i spil.

Vores opgave er at bestemme sandsynligheden for, at personen har sygdommen, men med
viden om at testen er positiv. Vi skal med andre ord beregne den betingede sandsynlighed
P(S |T ). Det er oplagt at benytte Bayes' formel.
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S°TC

Vi bemarker, at der er ganske mange personer, som tester positiv, men ikke har sygdom-
men. En lille procent af et stort tal, her 2% af 99900, giver i dette tilfeelde et paent stort
tal. Det er drsagen til den overraskende lille chance for at have sygdommen, selv om man
tester positiv. Der er altsa 95 ud af de 95+1998 =2093, der tester positive, som har
sygdommen, i alt en andel p&d 95/(95+1998) = 0,045 =4,5% .

Eksempel 33 (Monty Hall problemet)

I et TV show skal en spiller dbne én ud af tre dere og far som praemie det, der star bag
deren. Bag en af derene stir hovedpraemien, som er en splinterny Cadillac, mens der bag
de andre to dere befinder sig en ged. I forste omgang bliver spilleren bedt om at vaelge en
dor uden at dbne den. Studievarten ved bag hvilken der hovedpramien befinder sig og
vaelger blandt de to ikke-valgte dere at abne en, som skjuler en ged. Derefter far spilleren
valget mellem at dbne den der, denne valgte i forste omgang, eller at skifte til den anden
uabnede dor og dbne den. Hvad ber spilleren valge at gore?

Lad os pracisere:

1) Studievearten abner altid en der, som skjuler en ged.

2) Studievarten dbner aldrig den der, spilleren har valgt.

3) Huvis studievarten kan abne mere end én der uden at overtraede de to forste regler, sé
valger studievaerten sin der tilfeldigt.

Ifolge artiklen [9] gar dette beremte problem mindst tilbage til 1959, hvor Martin Gardner
havde en version af opgaven i sin klumme i Scientific American. Siden er opgaven dukket
op diverse steder. Versionen, som florerer i dag, er navngivet efter en vaert fra et gammelt
amerikansk TV show. Han brugte kunstnernavnet Monty Hall.
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PNV 3 2
Prs) &t

(17) P(G,|ry) = n
3
jf. definition 12 pa betinget sandsynlighed. Vi fér altsa precist det samme som 1 udreg-
ningen (16) ... naturligvis!

Det har vist sig, at langt de fleste opgavelosere mener, at sandsynligheden for at vinde
Cadillac'en er lige stor, hvad enten spilleren bliver ved sit forstevalg eller skifter der. De
pageldende mener ikke, at vertens handling @ndrer pa noget. Men det er forkert! Ved
sin handling giver han faktisk spilleren noget information. Verten kunne jo ikke abne der
1, som spilleren startede med at velge, heller ikke selv om der var en ged bag den. Med
dor nr. 2 ved man derimod ikke, om verten fravalgte at &bne den, fordi Cadillac'en var
bag den, eller hun blot valgte der nr. 3, fordi hun valgte tilfeldigt mellem der 2 og der 3.
Situationerne er altsa ikke symmetriske. Informationen ger det mere sandsynligt, at Ca-
dillac'en befinder sig bag der nr. 2.

En helt anden ting er, at de personer, som har deltaget i spillet, i stor udstrekning har
valgt ikke at skifte der. Arsagen er psykologisk. Det foles simpelthen mere argerligt at
skifte standpunkt og se, at man skulle vare blevet ved sit forstevalg, end at blive ved sit
forstevalg og se, at man skulle have skiftet. Denne psykologiske mekanisme har endda
vist sig at fungere pa tveers af kulturer.

I [9] gives flere varianter af Monty Hall problemet, nogle endda med flere spillere eller
flere dere. I opgave 4.7 i opgavesektionen kan du finde en variant.

5. Bayes' formel pa odds form

I England betyder fx odds 3:1 eller 3/1, at man vinder 3 ved en indsats pa 1. Denne tan-
kegang kan benyttes i en reformulering af Bayes' formel pa odds form, forstaet pa den
made, at man ensker et udtryk for sandsynligheden for en hypotese H (haendelse) i forhold
til sandsynligheden for den komplementare hendelse, bade med og uden viden eller evi-
dence givet ved hendelsen E.

Seetning 34 (Bayes' formel pa odds form)

Lad H og E vare to handelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Da gaelder:

(18) P(H|E) _ P(E|H) ~ P(H)
P(H'|E)  P(E[H") P(H)

a posteriori odds Bayes' faktor @ Priori odds

Bevis: Benyt (5) i setning 26 til at finde udtryk for henholdsvis P(H |E ) og P(H®
Divider derefter og reducer. Detaljerne overlades til l&seren. O

E).
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Broken pé venstre side 1 (18) kan tolkes som odds til gunst for hypotesen H, givet infor-
mationen E. Den kaldes derfor ogsé passende for a posteriori odds, fordi det er opdaterede
odds efter viden er opnaet. Den sidste brek pa hejre side af lighedstegnet kan derimod
tolkes som odds til gunst for hypotesen H for viden er opnéet, hvorfor den ogsa kaldes a
priori odds. Endelig er der den forste brek pa hejre side af lighedstegnet. Den kaldes
Likelihood Ratio eller Bayes' faktor. Det er denne faktor, som skal ganges pa a priori odds,
for at {4 a posteriori odds. Den forteller noget om, hvor kraftigt odds @ndrer sig, nér der
kommer ny viden til! Er faktoren sterre end 1, vil odds for hypotesen H oges, efter den
nye viden er erhvervet. P4 samme made vil odds for hypotesen mindskes med den nye
viden, hvis Bayes' faktor er mindre end 1.

Bemerkning 35

Det ber n®vnes, at ndr man sammenligner med det engelske begreb odds, sé er det ikke
gevinsten ved et spil, for de er jo i en vis forstand omvendt proportionale med sandsyn-
lighederne: Jo mindre sandsynlighed, jo sterre odds pa gevinsten. S& laengere holder ana-
logien altsa ikke. Hos os er det odds pa sandsynligheder!

Man kan generalisere satning 34 til folgende:

Seetning 36 (Bayes' formel pa relative odds form)

Lad H, og H, vare to hypoteser (hendelser) og £ vare viden (en hendelse) 1 et
endeligt sandsynlighedsfelt. Da gelder folgende:

P(H\|E) _ P(E|H,) P(H,))

(19) =
P(H,|[E)  P(E|H,) P(H,)

Bevis: Analogt til saetning 34. Overlades til leseren.

Eksempel 37
Lad os kigge pd eksempel 32 med test for sygdom igen. Vi har der:

P(S|T) _ P(T|S)  P(S) _ 0,95 0,001

= , - = = 47,5-0,001 = 0,0475
P(SIT) — p(T|s‘) P(S°) 0,02 0,999

Bayes faktor er her 47,5. Helt uden at udregne a priori odds kan vi altsé sige, at viden om
den positive test forager sandsynligheden for at personen er syg med en faktor 47,5. Da
a priori odds imidlertid er meget sm4, er sandsynligheden for, at personen har sygdommen
selv efter kendskab til testresultatet, stadig pent lille.
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6. Bayes' formel i retsvidenskab

Retsvidenskab er et andet eksempel
pa et omrade, hvor Bayes' formel og
andre sider af sandsynlighedsregnin-
gen kommer 1 spil. Derfor fortjener
emnet sit eget afsnit. I vores retssy-
stem kan en dom afsiges pa grundlag
af et bevis og/eller en rekke indicier.
Politiet og anklagemyndigheden skal
bevise uden for enhver rimelig tvivl,
at den tiltalte er skyldig i tiltalen.
Men hvad ligger der i denne formu-

lering? En lidt mere matematisk ma-

de at sige det pa vil vere at forlange, at sandsynligheden for, at den tiltalte er skyldig,
givet beviserne, skal vere tilstreekkelig stor, for man faelder dom. Pracis hvor hgj er mere
diffust. Vores retssystem er ogsa sadan indrettet, at man sa vidt muligt satter en dyd i at
inddrage menigmand og ikke bare professionelle dommere i bedemmelsen. Det sker gen-
nem anvendelsen af neevninge i udvalgte sager. Derved sikres en hgjere grad af legitimitet
i befolkningen. Udover indhentningen af ekspertvurderinger er det ogsa meningen, at
navningene skal anvende deres "sunde fornuft" i1 afgerelsen, dog stettet af dommerens
vejledning og anvisning. Systemet fungerer udmerket i mange sager, men undertiden
bliver problemstillingerne s& komplekse, at mennesker ikke kan overskue dem, eller den
sunde fornuft fejler afgerende. Det sidste foregar ogsé i1 helt simple problemstillinger:
Fremforte argumenter kan synes meget overbevisende, men kan vaere logisk inkonsisten-
te. At disse argumenter slipper igennem "filteret" kan vaere fatalt for den tiltalte. Vi skal
1 dette afsnit analysere argumenterne matematisk og kigge pa konkrete retssager, hvor der
blev begdet alvorlige fejl.

Anklagerens fejlslutning

Vi antager at der er sket en forbrydelse, hvor der er fundet blod pa gerningsstedet udover
blodet fra offeret. En mistenkt, hvis blodtype matcher blodet fra gerningsstedet, er
anholdt. Kun 1% af befolkningen har den pageldende blodtype. Da ser man undertiden
anklageren anvende nedenstaende fejlagtige folgeslutning:

Der er 1% chance for at tiltalte ville have samme blod-

type, hvis han var uskyldig.
U FORKERTY

Der er 1% chance for at tiltalte er uskyldig.

U
Der er 99% sandsynlighed for at tiltalte er skyldig.
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Analyse: Hypotesen H og viden E er folgende handelser:

E: Anklagedes blodtype matcher blodet fra gerningsstedet
H : Anklagede var ikke pa gerningsstedet

Faktisk er sidstnzvnte folgeslutning i rammen korrekt, men da forstnevnte er forkert,
bryder argumentationen sammen. Anklageren tror fejlagtigt, at P(H |E )=0,01. Havde
det veeret rigtigt, ville der rigtignok geelde: P(H¢ |E) =1-P(H |E) =1-0,01=0,99 (se
evt. setning 29), altsd en sandsynlighed pa 0,99 for at anklagede var pd gerningsstedet,
givet viden om at blodtyperne matcher. Vi antager her, at det at have veret pa gernings-
stedet er @®kvivalent med at vare skyldig! Men anklageren tager altsa fejl: der geelder
P(E |H ) =0,01! Pa engelsk gar forvekslingen under betegnelsen the fallacy of the trans-
posed conditional eller i denne sammenhang: The Prosecutors Fallacy. Anklageren far
altsd vendt rundt pd hendelserne i1 den betingede sandsynlighed. Vi kan dog godt forsege
at vurdere den "omvendte betingede sandsynlighed", nemlig ved at anvende Bayes' for-
mel. Hertil far vi brug for a priori sandsynligheden P(H). I fravaeret af anden viden,
antager vi, at alle 5000 mandlige indbyggere i den lille by er mistenkte, og at de er lige
sandsynlige gerningsmend. Sidstn@vnte kan naturligvis diskuteres; man kan eventuelt
indskraenke til et bestemt aldersinterval. Forelebig geor vi det dog simpelt. Sandsynlighe-
den for, at tiltalte var pa gerningsstedet, er dermed 1/5000, og sandsynligheden for, at han
ikke var der, fas ved at treekke forste sandsynlighed fra 1: P(H“) =<l og P(H) =323
Vi far af Bayes' formel (se (11)):

P(E|H)-P(H)

P(H|E
(H|E) P(E|H)-P(H)+P(E|H)-P(H)

(20) _ 001

. 4999 L
0,01-5500 + 1+ 000

0,980

og dermed P(H |E)=1 —P(H|E) =1-0,980 =0,020. Altsé en sandsynlighed pa blot
2,0% for at anklagede er den skyldige, ikke 99%!

O

Anklagerens fejlslutning (Prosecutors Fallacy) er et betydeligt problem i retssale ikke
mindst, nér der er tale om alvorlig kriminalitet og retssager, hvor et af hovedargumenterne
er af statistisk art. Blot en lille sproglig drejning giver et helt andet og forkert indhold.
Den begds ikke blot af anklageren, men ogsa undertiden ubevidst af forsvareren. Den
begés af dommere, journalister og selv kriminaltekniske videnskabsfolk, der er indkaldt
som vidner, kan ogsa i et uskarpt gjeblik blive fanget i at bruge den. Det er derfor ikke
underligt, at jurymedlemmer ofte begar fejlen, enten fordi de selv foretager fejlslutningen
1 hovedet eller far overbragt den i retssalen. En del ansegninger om en appelsag bliver
imedekommet, netop fordi man har opdaget at anklagerens fejlslutning er blevet anvendt
undervejs 1 den oprindelige retssag. I [14] kan man fra side 244 og frem finde diverse
eksempler, hvor fejlslutningen har vaeret i spil.
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Forsvarerens fejlslutning

Forsvarerens fejlslutning (Engelsk: Defendant's Fallacy) er et slags modstykke til ankla-
gerens fejlslutning. Den har overvejende en tendens til at nedtone sandsynligheden for
tiltaltes skyld. Typisk bagatelliseres et spor i sagen, hvorefter det foreslas, at sporet kan
ignoreres eller tages ud af sagen. Lad os se pa et eksempel fra [16]:

En kvinde er blevet draebt og hendes agtemand er anklaget for at
vaere gerningsmanden. Under sagen kommer det frem, at manden
har vaeret voldelig over for sin kone igennem langere tid.

Forsvarsadvokaten fremferer, at hans klients misbrug ber udelukkes
fra sagen, fordi kun 1 ud af 10000 mand, som misbruger deres kone,
efterfolgende draeeber dem.

Analyse: Vi har en hypotese H om skyld samt to beviser E, og E, :

E,: Konen er myrdet
E,: ZAgtemanden har varet voldelig overfor sin kone igennem lengere tid
H: Agtemanden har myrdet sin kone

Den sterrelse forsvarsadvokaten naevner er P(H |E2) = 15090 » men den er ikke relevant, da
den ikke tager hensyn til det andet bevis i sagen, nemlig at konen er myrdet! Det er altsa
P(H |E1 N E,), ofte skrevet P(H |E1,E2), som vi ensker. Vi ser pé situationen i opgave
6.5. Med de ekstra oplysninger angivet i opgaven, vil man komme frem til, at agte-
mandens skyld vokser fra P(H |E,) = 0,20 til P(H|E,,E,)=0,56, altsa fra 20% til knap
56%, nér oplysningen om vold i hjemmet tilfejes. Dette tal er ikke uvesentligt.

O

Eksempel 38 (Lucia de Berk sagen)

I et autentisk eksempel fra 2003 blev den hollandske sygeplejerske Lucia de Berk idemt
feengsel pa livstid for at have drebt 4 patienter og forsegt drab pa 3 andre. Man havde
fundet frem til, at Lucia havde vearet fysisk tilstede, mens mange af dedsfaldene pa
hospitalet fandt sted. Sagen byggede altovervejende pd statistiske argumenter. En statis-
tiker havde udregnet odds for, at det kunne vere sket ved en ren tilfeeldighed — dvs. hvis
hun var uskyldig — og var kommet frem til odds 1 til 342 millioner. Herefter gjorde dom-
stolen og stort set alle andre, der var involveret 1 sagen, sig skyldig i anklagerens fejlslut-
ning. I denne situation vil den lyde siledes: Sandsynligheden for at kvinden er uskyldig
er 1/342000000. Heldigvis var der en videnskabsteoretiker Ton Derksen, der sammen
med sin sester Metta de Noo-Derksen undrede sig over sagen. De udgav omkring 2006
en bog om det de mente var en fejlbehaftet rettergang. Senere kom matematikeren Ric-
hard Gill fra Leiden ind i billedet. Gill fandt frem til, at forstnavnte statistikers vurdering
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feengsel pé livstid. Hovedanklagen mod de seks bestod i, at de havde spor af nitroglycerin
pa haenderne. Det var i1 hvert fald hvad en sakaldt Griess test viste. En kriminaltekniker
udtalte i retten, at han var 99% sikker p4, at de anklagede havde spor efter spreengstoffer
pé deres hender. Lad os betragte folgende to hendelser:

H : De anklagede har handteret sprengstoffer
E: En prove fra de anklagedes hander giver en positiv Griess test

Der er imidlertid mange andre stoffer end nitroglycerin, som kan give anledning til et
positivt testresultat. Det er for eksempel tilfeeldet for maling, lak, spillekort, jord, benzin,
cigaretter og sebe. Kriminalteknikeren forveksler P(E |H ) med P(H |E ) og begar der-
med anklagerens fejlslutning. Det kan meget muligt vere sandt, at sandsynligheden for
at fa en positiv Griess test, #vis man har handteret spreengstoffer, er i neerheden af 99%.
Det betyder dog ikke nadvendigvis, at sandsynligheden for, at de anklagede har handteret
sprengstoffer, givet at de har faet et positivt testresultat, ogsd er 99%! Det skal siges, at
vi her antager, at H er synonym med skyldig.

I 1991 blev en appelansogning accepteret efter aviser, dokumentarudsendelser og beger
havde rejst tvivl om dommen. Den 14. marts 1991, efter at have siddet ca. 16 ér 1 fengsel,
blev de fengslede frikendt efter en retshandling, hvor den tidligere dom blev erkleret
usikker og utilfredsstillende. Forsvaret havde succes med at overveje P(E |H ‘), altsé at
i en positiv Griess test, givet at de ikke havde handteret sprengstoffer, altsd var uskyl-
dige. Eftersom nogle af de seks personer rag, samt at de havde spillet kort pa et tog kort
for anholdelsen, blev det godtgjort, at den betingede sandsynlighed P(E |H ‘) for "falske
alarm" var ret stor. Dette bevirker, at Bayes-faktoren P(E |H ) / P(E |H ‘) ikke er seerlig
stor, hvorfor betydningen af bevismaterialet ikke bidrager meget til sagens opklaring. I
erkendelsen af dette samt af det faktum, at der ikke var andre vasentlige spor 1 sagen,
blev dommen omstedt. De demte modtog alle store erstatninger.

O

Vi har ovenfor set, at Bayes-faktoren for skyl/d knytter sig til et bestemt bevis £ 1 sagen.
Bayes-faktoren for uskyld er blot den reciprokke bregk. Det er hensigtsmassigt at frem-
have nogle egenskaber for Bayes-faktoren for skyld:

Satning 40

Lad H vere hypotesen (h@ndelsen), at tiltalte er skyldig, og lad E vere et bevis 1 sagen.
Da kan Bayes-faktoren B for skyld bruges til at konkludere folgende:

B>1: Beviset er til fordel for anklageren

B<1: Beviset er til fordel for forsvareren

B=1: Der ertale om et neutralt bevis, dvs. det taler hverken til fordel for anklage-
ren eller forsvareren.
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Bevis: Vi husker at B=P(E |H ) / P(E |H ‘). Seetning 34 giver umiddelbart det enskede,
idet forholdet mellem sandsynligheden for skyld og sandsynligheden for uskyld @ndres
med Bayes-faktoren, nar det nye bevis inddrages. Detaljerne overlades til leeseren.

Eksempel 41 (Adams sagen)

11991 blev en ung kvinde, Miss Mar-
ley, udsat for en voldtaegt, da hun gik
hjem i de tidlige morgentimer i en by
lidt nord for London. I kvinden fandt
man sad, som man lod DNA-under-
soge. Politiet holdt resultatet op mod
DNA-profilerne i deres database. I be-
gyndelsen af 90'erne var politiets data-
base med DNA profiler ikke stor, og

det resulterede da heller ikke i noget
match. Sagen blev henlagt. To &r senere blev Denis John Adams anholdt 1 forbindelse
med en anden seksuel kraenkelse. Det viste sig, at hans DNA matchede DNA for den sead,
man havde fundet to ar tidligere. Manden blev anholdt. Al anden evidens, udover DNA-
sporet, talte for Adams uskyld. Offeret havde for eksempel ikke varet i stand til at udpege
den anholdte i et line-up. Desuden havde Adams et alibi derved, at hans kereste havde
bekraftet, at de to havde veret sammen hele dagen, mens forbrydelsen havde fundet sted.

Under retssagen, som fandt sted i januar 1995, fremlagde anklageren DNA-beviset som
et steerkt kort. Det blev estimeret, at sandsynligheden for at en uskyldig ville have samme
DNA-profil som den fra gerningsstedet, ville vere som 1 ud af 200.000.000. Det var
rettens idé at DNA-beviset skulle handteres som "videnskab" (science), mens de reste-
rende beviser skulle hindteres som "sund fornuft" (common sense) af juryen. P4 den made
blev Adams-sagen en slags testsag, hvor et staerkt videnskabeligt bevis blev holdt op mod
en reekke vidnesbyrd af typen "sund fornuft". Forsvareren Mr. Thwaites angreb den méde
man var kommet frem til sandsynligheden pa de 1 ud af 200 mio. pd. Derudover argu-
menterede forsvareren for, at udregningen af sandsynligheden i det kvantitative DNA-
bevis beroede pa en rekke skon indenfor feltet retsmedicin og saledes principielt ikke var
vaesentligt forskellig fra de "kvalitative sund fornuft" sken, som indgik i forsvarets bevi-
ser. Derfor foreslog forsvaret, at kvantitative metoder ogsé skulle benyttes til at vurdere
betydningen af forsvarets beviser. Statistik-eksperten professor P. Donnelly blev ind-
draget som vidne, og han redegjorde for, at den eneste logiske og konsistente médde, hvor-
pd juryen kunne bedemme badde DNA-beviset og de eovrige beviser, var ved at anvende
Bayes' formel. Mr. Donnelly anviste desuden et muligt spergeskema, man kunne give
jury-medlemmerne. Metoden blev accepteret af anklageren. Retten bekendtgjorde, at
hvert enkelt jurymedlem kunne afgere med sig selv, om de ville bruge det.

Spergeskemaet indeholdt syv spergsmal. Hvert enkelt spergsmaél bestod i, at jurymed-
lemmet skulle estimere en sandsynlighed i forbindelse med fire beviser:
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Sandsynligheden for et andet match

Amerikaneren Jonathan J. Koehler, der har en grad i "adfzerdsvidenskab" (Behavorial
Science), skrev 1 1993 den prisbelennede artikel Error and Exaggeration in the Presen-
tation of DNA Evidence at Trial (se [15]). P4 side 33 beskriver han endnu en type fejl-
slutning begéet i en konkret retssag fra Virginia. Fejlslutningen kan formuleres saledes:

Oplyst: Sandsynligheden for at en given uskyldig person
har et DNA, som matcher det aktuelle DNA fundet pa
gerningsstedet, er 1 ud af 705 mio.

U

Sandsynligheden for, at der er en anden person, der har
samme DNA-profil som det DNA, som er fundet pé ger-
ningsstedet, er 1 ud af 705 mio.

Analyse: Fejlen her bestér i, at man slutter fra én konkret person til alle andre. Lad os
indfore folgende to handelser:

E, : DNA-profilen for person k matcher DNA pé gerningsstedet

E: Mindst én af personerne i populationerne har en DNA-profil, som matcher DNA pa
gerningsstedet.

Deres komplementare haendelser kan formuleres saledes:

E;: DNA-profilen for person k matcher ikke DNA pa gerningsstedet

E°: Ingen af personerne i populationerne har en DNA-profil, som matcher DNA pa ger-
ningsstedet.

Lad N betegne populationens sterrelse, og lad os vedtage, at den er pa 1 mio. I sidste
udsagn i rammen ovenfor ligger det implicit, at der menes mindst en anden person med
samme DNA. Vi skal altsd have udregnet P(E). Det er imidlertid noget nemmere at ud-
regne sandsynligheden for £, for vi har nemlig E“ = Ey NE; N...NE}.

P(E) = 1 — P(E°)
=1- P(EfNESN...NEY)

@) =1 — P(E)-P(ES)-...- P(ES)
=1 - (A=P(E))-(I1-P(Ey)-...-(1=P(Ey))
1000000
=1 = (1 - 755000000
= 0,0014
Hvor vi i linje 3 har udnyttet, at haendelserne E,, E,, ..., E,, er uafthengige. I linje 4 er

setning 9¢) benyttet. Det bemaerkes i ovrigt, at ovenstaende teknik er helt analog til, hvad
vi foretog tidligere 1 eksempel 24. Vi konkluderer, at sandsynligheden for et match i po-
pulationen er 1,4 promille, men altsa ingenlunde sa lille som péstaet i rammen!
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7. Arvelighedslaere og Hardy-Weinberg-loven

Nér en mand og en kvinde fér et barn, overforer de som bekendt et udvalg af deres arve-
anlag til barnet. Hver almindelig celle i kroppen indeholder (normalt) 23 kromosompar,
altséd i alt 46 kromosomer. Hvert kromosompar baerer de samme gener pa det samme sted
(locus) pa kromosomerne. Pa figuren pa naeste side er saledes afbildet genet for gjenfarve.
Hvert gen kan imidlertid have forskellige former, kaldet alleller. P& figuren har genet i
det ene kromosom en allel for bla gjne, mens det andet har en allel for brune gjne. Meiosen
er den proces, som forer til dannelsen af kensceller. Den proces er afbildet pé figuren,
dog i en simplificeret udgave. Forst sker en fordobling af kromosomerne, herefter en ind-
viklet proces, som ender ud med, at man har fire kensceller (gameter). Gameterne er ka-
rakteristiske ved, at de hver isar har 23 kromosomer — der er nu ingen par! Hos kvinden
gér 3 ud af de fire gameter til grunde og bliver til sdkaldte pollegemer. Denne proces er
ikke afbildet pa figuren. Det er tilfeldigt hvilken gamet, som forer til et modent &g. Rent
matematisk vil det altsd svare til pa tilfeldig vis at valge en af de fire gameter. Nér en
sedcelle (gamet fra manden) finder en a&gcelle (gamet fra kvinden), sa kan man regne
med, at det sker pé tilfeeldig made. Pa figuren udvalges altsa indirekte én af de fire saed-
celler og 1 praksis én af de fire kvindelige gameter, og de har samme sandsynlighed for at
blive valgt! Tilsammen vil den valgte sadcelle og den valgte egcelle danne en ny celle,
kaldet en zygote, som er byggestenen til alle celler i barnet. Det skal lige tilfgjes, at +...
pa figuren hentyder til, at der i cellen er 22 andre objekter (kromosompar/kromosomer).

P& figuren ser vi, at manden har genotype Bb for
gjenfarve, mens kvinden har genotypen bb. Her
star b for allellen bla gjne, mens B star for allel-
len brune gjne. Det betyder, at manden kommer
med 4 kensceller med allellerne B, b, B, b, mens
kvinden kommer med b, b, b, b. At der er dobbelt
sa mange af hver allel @&ndrer intet ved sandsyn-
lighederne, sa vi vil 1 det felgende blot sige, at
manden kommer med B, b, mens kvinden kom-
mer med b, b. Mulighederne for hvilket par af al-
leller, barnet kan fa, fremgar af figuren pé naeste
side. Genotyperne BB og bb kaldes homozygote,

A

mens genotypen Bb kaldes heterozygot. For en

heterozygot genotype er der 1 evrigt ingen for-
skel pa, om den ene eller den anden allel kommer fra manden eller kvinden. For nogle
geners vedkommende vil en eller flere alleller vaere dominante i forhold til de gvrige, som
dermed kaldes recessive. En dominant allel vil komme til udtryk hos personen (feenoty-
piske udtryk). En dominant allel betegnes normalt med et stort bogstav, mens en recessiv
allel betegnes med et lille bogstav. For genet gjenfarve er allellen for brune gjne saledes
dominerende over allellen for bla gjne. Det betyder, at hvis bare en af allellerne er for
brune gjne, sa bliver personens gjne brune. Kun i tilfzeldet med to alleller for bl gjne vil
personen fa blé gjne.
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Munken Gregor Mendel (1822-1884) nevnes nor-
malt som genetikkens grundlegger. I tidsrummet
fra 1856 til 1863 eksperimenterede han med arte-
planter pa sit kloster. Her opdagede han pa eksperi-

mentel basis, hvordan planternes arveanlaeg bliver
nedarvet. Forst langt senere fandt man ud af, hvad

der mere detaljeret sker pa celleniveau, bade i men-

nesker, dyr og planter.

Populationsgenetik

Vi skal nu betragte situationen med genotyper pa
et overordnet plan, dvs. pd populations-niveau.

Lad os sige, at vi har et gen, som har to alleller,

hvoraf det ene er dominant (4) og det andet recessivt (a). Vi vil undersege, hvad der sker

med frekvenserne af genotyperne A4, Aa og aa, efter nogle generationer. For at kunne

regne pa det, ma vi gore nogle antagelser:

(23)

AR S e

En stor population, dvs. ingen genetisk drift.

(og dermed fenotype - altsd ingen naturlig selektion)

Vi kan opstille folgende skema for afkommets mulige genotyper:

Et individs frugtbarhed og overlevelse afthanger ikke af dets genotype

9 uAA uAu uaa
AA Aa aa
d‘ A A A a a a
1 2 5
Al A4 AA AA Aa Aa Aa
Uy AA . . .
A AA AA AA Aa Aa Aa
7 8 9
Al A4 AA AA Aa Aa Aa
uAa Aa
a| a4 a4 aA aa aa aa
al| ad aAd aA aa aa aa
u, aa
al| a4 a4 aA aa aa aa

Reproduktiv isolation fra andre populationer, dvs. intet gen-flow/migration.
Genotyperne fordeler sig pd samme made for de to ken
Valget af partner foregar tilfeldigt, dvs. specielt uathaengig af genotype.
Ingen forskel i mutationshyppighed for alleller pa det samme locus
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Pé figuren er de med blét atbildede storrelser:

u,,:  Frekvens af genotypen 44 i befolkningen i en given generation

u,,:  Frekvens af genotypen 4a 1 befolkningen 1 en given generation

u,,: Frekvens af genotypen aa i befolkningen i en given generation

Afkommet modtager en allel fra manden og en allel fra kvinden. I neeste generation vil vi
kunne f& nedenstdende verdier for genotype-frekvenserne, udtrykt ved frekvenserne fra
den nuvarende generation. Det er her antaget, at alt foregar "gennemsnitligt", hvilket er
rimeligt pa grund af de store tals lov og populationens store storrelse.

2

o —4.1. 1. . 1.2
uAA—44uAA+44uAAuAa+4u

aa

2

_ 4,2 1
= Uy T Uy Uy o U,

1 1 1 1 2
Uy = 4'Z'uAA'uAa + 8'Z'uAA'uaa + 4'Z'uAa'uaa + 2'Z'uAa

(24)

= . . . . 1,2
- Z/lAA uAa + 2 uAA uaa + Z’lAa Z’laa + 2 Z’lAa

_ 2
u, = l-5uy, +4-5-u,,-u, + 4

1
a aa 4 aa

N
ENES

Tl b U Uy + U,

Lad os argumentere for udtrykket for u/,,: I skemaet pa forrige side ser vi, at barnet far
genotype A4 1 omradet markeret med lyseredt. Det lille kvadrat markeret med et 1-tal
reprasenterer tilfeldet, hvor en kvinde med genotype 44 giver den forste allel videre til
barnet, og at en mand med genotype A4 ogsa giver sin forste allel videre til barnet. Da
hver af de to alleller hos en foralder har lige stor sandsynlighed for at blive udvalgt (50%),

er sandsynligheden for det omtalte lig med u,, -3 -u,, -3 =1 u’, . Bemaerk at vi her im-

plicit har antaget, at de to foraldre ikke er i teet familie med flinanden, sa deres genotyper
er uathangige og sandsynlighederne dermed blot kan multipliceres! Samme sandsynlig-
hed fés i felterne 2, 3 og 4. Derfor er den samlede sandsynlighed for disse fire tilfeelde lig
med 4-1-u7,, det ferste led i udtrykket for u/,,. P4 lignende vis har de fire tilfelde,
markeret med 5, 6, 7 og 8 hver en sandsynlighed pd u -4 -u,, -3 =%, u,,. Tilsam-
men giver det anledning til det andet led i udtrykket for u’,,. Det 9. og sidste tilfelde
fremkommer, nér kvinden og manden begge har genotype 4a, og begge afleverer forste
allel A til barnet. Sandsynligheden herfor er u,, -3-u,, -5 =%-ufm. Det giver det sidste
led i udtrykket foru',, . Pa lignende vis fas udtrykkene for u',, og u/ .

Med udtrykkene 1 (24) er vi i stand til at udregne de forventede genotype-frekvenser i den
nye generation. For at fi en fornemmelse for dynamikken her, kunne man eventuelt finde
pa at benytte Microsoft Excel til at udregne genotype-frekvenserne nogle fa generationer
frem. Pé venstre figur pa neeste side, er frekvenser for genotype 44 valgt til 0,10 (10%)
og frekvensen for genotype Aa til 0,3 (30%). Frekvensen for genotype aa er da automatisk
givet ved 0,6 (60%), eftersom vi har bindingen w,, +u,, +u,, =1. Vi ser til vores over-
raskelse, at allerede efter 1. generation ligger genotype-frekvenserne fast! Pa figuren til
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hejre er der valgt nogle andre start-frekvenser. Alligevel ser vi samme menster, altsa at
frekvenserne stabiliserer sig allerede efter 1. generation! Denne gang blot med en anden
ligevaegtsfordeling mellem de tre genotyper, end tilfaeldet var i forste eksperiment.

n 0 1 2 n 0 1 2
Uaa 0,1 0,0625 0,0625 Uaa 0,05 0,1056 0,1056
Uaa 0,3 0,3750 0,3750 Uaa 0,55 0,4388 0,4388
Uaa 0,6 05625 0,5625 Uaa 0,4 04556 0,4556

Det kunne give anledning til en formodning om, at der méske gelder en lovmassighed?
Svaret er bekraftende, som folgende satning viser.

Szetning 42 (Hardy-Weinberg-loven)

Antag at betingelserne i (23) er opfyldt. Lad p, og p, betegne allel-frekvenserne
for henholdsvis allellen 4 og allellen a 1 populationen ved start (generation 0). Lad
endvidere u,,,u,, ogu,, betegne frekvenserne af genotyperne henholdsvis 44, 4a
og aa fra start. Da gaelder, at genotypefordelingen senest i generation 1 vil indtraede i
en ligeveegt. Nermere bestemt vil der gelde:

(25) Wy =pi, UWe=2D,Dys Uy =D.

Bevis: For det forste kan genotype-frekvensfordelingen bruges til at udtale sig om allel-
frekvenserne ved start. Ifolge vores udgangspunkt har vi to 4 alleller med frekvens u ,, ,
én A allel med frekvens u,, og ingen A4 alleller med frekvens u,, . Da vi fér to alleller
hver gang, skal vi dividere med 2 i det vejede gennemsnit for at fa frekvensen for allel 4:

(26) Py =7 Qug+lu, +00u,) = uy+5uy,
Pa tilsvarende vis fér vi folgende startfrekvens for allellen a :
(27) Po =3O uy +1ou,, +2-u,,) = $u,, +u,

Ved narmere inspektion viser det sig desuden, at vi kan foretage nogle simplificerende
faktoriseringer af udtrykkene i (24):

' _ 2 1,2 _ 1 2
Uyg = Uy T Uy Uy, T gUy = (”AA "'E”Aa)
o= . . . . 1,2 — 9. 1 (L
(28) Ugyg = Uy Uy, + 2 Ugg Uaa + Uygg Ugy + 2”Aa =2 (uAA +2”Aa) (2uAa +uaa)

=Ll v, uy, +oul, = (Luy, tu, )
Uy = 4uAa Uyg Uyy Uy = 2uAa Uy

Efter forste generation fér vi faktisk ved brug af (26) og (27):
Wiy = (U +3uy, ) = pj
(29) u;la = 2'(uAA+%uAa)'(%uAa +uaa) = 2pApa

— (1 2 _ 2
u;a - (EuAa-’_uaa) - pa
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Til sidst mangler vi bare at vise, at det gentager sig i generation 2: P& hegjresiderne i (28)
erstattes u ,,, u ,, og u,, med henholdsvis u',, = p5, u',, =2p,p, og u,, = p, med hen-
blik pa at indse, at man far det samme i generation 2, under udnyttelse af sammenhangen
p,+ p, =1. Detaljerne overlades trygt til leeseren 1 opgave 7.3.

Eksempel 43

Lad os se, om det stemmer med det forste Excel-eksempel. Vi har u,, =0,1, u,, =0,3
og u,, =0,6. Allel-frekvenserne for allellerne 4 og a fas da af henholdsvis (26) og (27):

py = uy+su,, =01+1.03 =025
Po = Tuy, +u,, =3-03+0,6 = 0,75

Den sidste kunne man ogsd have féet af p, =1- p,. Det giver ifolge (25):
u, = p, = 0,25 = 0,0625

. = 2pyp, = 2-0,25-0,75 = 0,375

u, = p> =075 = 0,5625

Uy

Hvilket passer med det vi fik i Excel.

Bemeaerkning 44

Det skal bemaerkes, at vi lidt kunstigt ovenfor er gaet ud fra, at der ikke er noget "overlap"
mellem generationer. Det er der selvfolgelig i praksis. Det @ndrer dog ikke pé, at der
opstar ligevaegt med de angivne vardier. Den opmarksomme leser vil maske desuden
observere, at udtrykkene for frekvenserne for de tre genotyper — nar Hardy-Weinberg
ligeveegten er indtradt — er identiske med de tre led, man féar ved at gange en parentes ud:
1=(p,+p,) =p5+2p,p, + p.. Det er ingen tilfeldighed. Faktisk kan Hardy Wein-
berg-loven generaliseres til tilfeeldet med # alleller. Eventuel dominans har ingen betyd-
ning her, da det kun er genotyper vi taler om, ikke faenotyper. Lad os for simpelheds skyld
sige, at der er tre alleller 4,, 4,, 4; 1 spil med frekvenser henholdsvis p,, p,, p;. Der er
ikke forskel pa fx 4,4; og A4;4,. Fremover taler vi derfor kun om genotype 4,4;, hvor
i< j. Genotype-frekvensen for 4,4; betegner vi med u, ;. Vi har klart felgende sam-
menhang mellem allel-frekvenserne og genotype-frekvenserne:

— 1. 1.
Py = Uyt Uy iU
_ 1
(30) Py = 57Uy + Uy, + 5oUys

P =

D= o=

1
Uzt U3t Uss

Tankegangen er klar: 4,4, kommer med to 4, -alleller , mens 4,4, og A, A4, kun bidrager
med hver én 4, -allel. Heraf fis ovenstdende udtryk for frekvensen af A, -allellen, altsd
p, - Tilsvarende med de ovrige allel-frekvenser. Men hvad med afkommet? Lad os for
eksempel kigge pé frekvensen af genotypen A, 4, i n@ste generation. For at atkommet fér
genotype 4,4, , skal begge forzldre altsa levere en A -allel. Vi kan teenke pd frekvenser
som sandsynligheder: Sandsynligheden for at treekke en allel 4, hos den ene foreldre er
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p, - Det samme kan siges 1 tilfeldet med den anden forelder. P4 grund af uafhengighed
fis den samlede sandsynlighed til p}. Afkom med genotype 4,4, (heterozygot) kan fas
ved, at den ene foralder bidrager med en 4 -allel, mens den anden foralder bidrager med
en A,-allel. Sandsynligheden for dette er p, - p,. Det kan imidlertid ogsé vare omvendt,
dvs. at forstenaevnte forelder leverer 4, og sidstnavnte forelder leverer 4,. En samlet
sandsynlighed pa 2 p, p, . Efterhanden indser vi folgende:

31) U = p12 U, =2pp, U3 =2pps

) _ )
Uyr =D Uy 3= 2p,p; U3 = D3

netop leddene man fir ved at gange parentesen (p, + p, + p;)° ud:

(32) 1= (p+p+Dp3)° = pl+ps+pi+2ppy+2p,ps +2P,ps

Ved at argumentere direkte pa allel-frekvenserne, er vi kommet frem til et mere "poleret"
argument for Hardy-Weinbergs lov, men maske knap sa umiddelbart intuitivt, som da vi
gik fremad lidt i blinde i beviset for setning 42 og "tilfaeldigt" genfandt allel-frekven-
serne. Hver betragtningsmade har sin berettigelse!

Eksempel 45 (Bla og brune gjne)

Vi skal kigge pa gjenfarve, som
vi gjorde 1 begyndelsen af dette
afsnit. Vi vil gere det simpelt
og kun betragte det gen, som
styrer brune/blé gjne, velviden-
de at der er andre gener, som
ogsé spiller ind for menneskers
gjenfarve. Frekvensen af bld oj-
ne er starst i Nordeuropa. I den
danske befolkning har 64% bla
gjne, mens procenten i Finland
er helt oppe pa 89%. Igen betegnes den dominante allel for brune gjne med B og den

recessive allel for bld gjne med b. Poul og Lise har begge brune gjne. Lise er gravid med
deres felles barn. Pouls far har blé gjne, og det har Lises mor ogsa.

a) Hvad er sandsynligheden for, at parrets barn far bla gjne?

Et andet par, Kasper og Anna, far et barn sammen. Bade Kasper og Anna har brune gjne.
Vi har ingen kendskab til deres foraldres gjenfarve.

b) Bestem allel-frekvenserne og genotype-frekvenserne for brun/blad gjenfarve i den
danske befolkning, under antagelse af Hardy-Weinberg ligevegt.
¢) Hvad er sandsynligheden for, at barnet fir bl gjne?

Barnet viser sig senere at fa brune gjne. Parret har planlagt at fa barn nummer to.

d) Hvad er sandsynligheden for, at parrets andet barn far bl gjne?
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Losninger:

a) Afoplysningen om at Poul og Lise hver har en forelder med bla gjne kan vi udlede,
at de hver har en bl allel. De kan dog hellere ikke have mere end ét, for sa ville de
have bla gjne. Altsa er Poul og Lise begge heterozygot hvad angar bla/brun gjenfarve,
dvs. har genotype Bb. For at finde ud af hvad sandsynligheden for at deres barn fér
bla gjne er, betragter vi krydsningsskema pa figur 1 nedenfor. Bl gjne fas kun med
kombinationen bb. Da der er 50% sandsynlighed for at vaelge allellen b hos sével
Poul som Lise, og de to ha&ndelser er uatha@ngige, er den sogte sandsynlighed dermed
1.1=1 altsa 25%.

b) Vilader p, og p, representere henholdsvis frekvensen for den brune og den bl
allel. Ifolge saetning 42 og oplysningerne om frekvensen af blé gjne i Danmark, har
vi pr =0,64 < p,= \/m =0,80 ogdermed p, =1-0,80=0,20. Genotype-fre-
kvenserne bliver: uy, = p; =0,20* =0,04, uy =2p,p, =2-0,80-0,20 =0,32 og
endelig den, vi allerede kender: u,, = p; = 0,80% = 0,64 . Fenotype frekvenserne er
folgende: f,,,, =ugp +ug, =0,36 og f,,; =u,, =0,64.

Figur 2
Q uBB uBb ubb
BB Bb bb
Figur 1 d B B B b b b
Q Bb B G?B BB | BB BD Bb | Bb
d B b uBB BB
B|\BB | BB | BB | Bb|| Bb | Bb
b BB Bb B|\BB | BB | BB | Bb|| Bb | Bb
Bb uBh Bb
b
b bB bb @B bB | bB bb) bb | bb

b| bB | bB | bB | bb | bb | bb

ubb b b

bl bB | bB | bB | bb | bb | bb

c) Situationen er forskellig fra den 1 spergsmaél a), eftersom vi ikke kender genotyperne
hos Kasper og Anna. Kasper vides at have brune gjne, men vi kan ikke vide, om han
har genotype BB eller Bb. Det samme er tilfaldet med Anna. Det vil vare forkert at
antage, at det er fifty-fifty, om det er den ene eller anden, for de to genotyper er ikke
lige sandsynlige i1 befolkningen. Vi m& med andre ord inddrage fordelingen i den
danske befolkning. Det vil vere hensigtsmessigt at lose opgaven som en betinget
sandsynlighed P(H |E ), hvor H og E er folgende hendelser:

H: Barnet har bla gjne
E: Kasper og Anna har begge brune gjne
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d)

Lad os forst se pa sandsynligheden for E:

P(E) = P({Kasper har brune ejne} N {Anna har brune gjne})
= P({Kasper har brune ane}) -P ({Anna har brune ane})

= ]pbrun 'ﬁrun
= 0,1296

Eftersom det ma antages, at Kasper og Anna ikke er i ner familie, kan det udnyttes,
at delhaendelserne {Kasper har brune gjne} og {Anna har brune gjne} er uafheengi-
ge. Det forer umiddelbart til 2. lighedstegn ovenfor. Vi har benyttet feenotype-fre-
kvenserne for brune gjne fra spergsmal b). For at kunne udregne den betingede sand-
synlighed, far vi desuden brug for fellesmangden af haendelserne H og E:

HNE = {Barn har bl gjne} m{Kasper har brune ejne} n{Anna har brune gjne|

Det er en lidt mere speget sag at udregne sandsynligheden for denne handelse, fordi
barnets gjenfarve athenger af bdde faderens og moderens gjenfarve. Heldigvis kan
vi fi overblik over situationen ved at se pé figur 2 side 48. Feellesmangden H N E
er symboliseret ved det orange felt 1 skemaet. Husk at der er fifty-fifty chance for
hvilken allel der gives videre til barnet. Sandsynligheden for at Kasper har genotype
Bb og giver sin anden allel b videre til barnet er Juy, . P4 sammen made er sand-
synligheden for at Anna har genotype Bb og giver sin anden allel b videre til barnet
lig med Jup,. Sandsynligheden for at begge haendelser indtraeffer er produktet af
sandsynlighederne, eftersom faderens og moderens genotype er uafhengige. Vi har
derfor P(H NE)=Sug, - Sug, =+ ug -ugz =0,0256. Vi far hermed:

P(HNE) _ 0.0256
P(E) 0.1296

P(H|E) = = 0,1975308642

Der er altsd en sandsynlighed pa 19,8% for at barnet far bl ejne.

Det sidste spergsmal er noget mere involveret og det horer egentlig mere ind under
emnet Bayesianske netvaerk fra afsnit 10 og fremefter. Vi skal dog forsege at lose
spergsmalet pa en forholdsvis intuitiv méde her, uden alt for megen tung notation.

Man kan forledes til at tro, at sandsynligheden for, at barn 2 far bla ojne, er den
samme som den beregnet i c), men det er forkert. Vor viden om det forste barns
ojenfarve, far os nemlig til at revidere sandsynlighederne for foreldrenes forskellige
genotyper. For vi overhovedet fik nogen viden om Kaspers og Annas gjenfarve,
brugte vi genotype-fordelingen i den danske befolkning som Kaspers og Annas
genotype-sandsynligheder. Men allerede med den ferste viden £ om at Kasper og
Anna begge har brune gjne, blev disse genotype-sandsynligheder (indirekte) revide-
ret. Med denne viden kunne man konkludere, at Kasper og Anna umuligt kan have
genotype bb. De ovrige genotype-sandsynligheder for BB og Bb blev ogsé revideret,
som vi skal se om lidt. Med den sidste information om, at barn 1 har brune gjne,
bliver Kaspers og Annas genotype-sandsynligheder revideret pa ny.
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1. revision: Lad i det folgende F hentyde til feenotype og G hentyde til genotype.
Fx =B star fx for hendelsen at Kasper har fenotype B, G, = Bb at Anna har geno-
type Bb og F,, =B at barn 1 har brune gjne. Den naturlige vej at slutte er fra geno-
type til fenotype. Vi har imidlertid brug for at argumentere den modsatte vej, sa vi
benytter Bayes' formel fra side 17:

P(Fy =B|Gy = BB)-P(Gy = BB)
ZP(J:K =B|QK)'P(QK)
O

(33) 1-0,04
1-0,04 + 1-0,32 + 0-0,64

P(Gy = BB|F; =B) =

0,11111111

Forklaring: Egentlig skulle vi udregne P(G, = BB |E ), men da Annas gjenfarve ikke
indvirker pa Kaspers genotype, kan den slettes fra betingelsen, sé vi blot skal tage
hensyn til Kaspers gjenfarve. 1. lighedstegn: Bayes' formel er anvendt. I navneren
summeres over de tre mulige genotyper for Kasper. 2. lighedstegn: Her anvender vi
blandt andet, at P(F; = B|QK = BB) =1, eftersom Kasper med sikkerhed far brune
gjne, hvis han har genotype BB. Tilsvarende er P(F; = B|QK =bB) =1, etc.

Da Kasper ikke kan have genotype bb, behaver vi ikke foretage en lignende udreg-
ning som ovenfor for tilfeldet med genotype Bb. Vi kan skyde genvej og udregne
sandsynligheden for den sidste mulige genotype ved:

(34) P(Gy, = Bb|F, =B) = 1 — 0,11111111 = 0,88888889

P& grund af symmetri har vi ngjagtig de samme betingede sandsynligheder for Anna.
Dermed har vi folgende reviderede genotype sandsynligheder:

1. reviderede genotype-sandsynligheder

Kasper Anna

BB: 0,11111111 BB: 0,11111111
Bb: 0,88888889 Bb: 0,88888889
bb: 0 bb: 0

2. revision: For overskuelighedens skyld kan det vere en god id¢é at "starte forfra",
forstéet pa den méde, at man glemmer den tidligere viden £ og blot regner med de
nye genotype-sandsynligheder. Informationen om Kaspers og Annas brune gjne er
nemlig automatisk indbygget i disse genotype-sandsynligheder.

Den nye viden i denne omgang er, at barn 1 har brune gjne. Vi starter med at bestem-
me den nye reviderede sandsynlighed for at Kasper har genotype Bb, igen under an-
vendelse af Bayes' formel:
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P(Fy, =B|Gy = Bb)- P(Gy = Bb)
D" P(Fy =B|Gy)- P(Gy)
gK

(35) P(Gy = Bb|Fy =B) =

Situationen er lidt vanskeligere end 1 (33), fordi vi ikke umiddelbart kan sige hvad
sandsynligheden P(F5, = B|QK = Bb) er lig med. Barnets fenotype athanger nemlig
ogsé af Annas genotype. Vi udregner et vejet gennemsnit af de betingede sandsyn-
ligheder, vaegtet med de tilherende 1. reviderede genotype-sandsynligheder:

P(FBl :B|QK = Bb) = ZP(FBI :B|gA=gK :Bb)'P(gA|gK = Bb)
9,

(36) = D P(¥5 =B|G,.Gc = Bb)-P(G,)
g,

=1-0,11111111 + 0,75-0,88888889
= 0,77777778

Forklaring: 2. lighedstegn: G, og G, er uafhengige. 3. lighedstegn: Der summeres
over de to mulige verdier for Annas genotype: BB og Bb. Hvis det forste er tilfeldet,
hvilket sker med sandsynlighed 0,11111111, sa vil barnet med sikkerhed fa brune
ojne; derfor leddet 1-0,11111111. Naeste mulighed er, at Anna har genotype Bb, som
sker med sandsynlighed 0,88888889. Eftersom Kasper ogsa har genotype Bb, vil
barnet altsd fa brune ojne i 75% af tilfeldene. Dermed er der redegjort for leddet
0.75-0,88888889.

Dermed er taelleren i (35) lig med 0,77777778-0,88888889 . Vi mangler dog at be-
handle P(F, = B|QK = BB) fra nzvneren. Den kan vi dog straks sige er lig med 1,
fordi barn 1 med sikkerhed vil fa brune gjne, nar Kasper har genotype BB, uanset
Annas genotype. Dermed kan vi regne videre pa (35):

0,77777778-0,88888889
P(G, = Bb|fBl =B)
37) 1-0,11111111 + 0,77777778-0,88888889

0,8615384615

Eftersom den eneste anden mulige genotype for Kasper er BB, fir vi i stil med (34):
(38) P(Gy = BB|.7’-"B1 =B) =1 - 0,8615384615 = 0,1384615385

P& grund af symmetri, far Anna de samme betingede sandsynligheder. Dermed har
vi felgende 2. reviderede genotype-sandsynligheder:

2. reviderede genotype-sandsynligheder

Kasper Anna

BB: 0,1384615385
Bb: 0,8615384615
bb: 0

BB: 0,1384615385
Bb: 0,8615384615
bb: 0
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Barn nummer 2: Med de opdaterede genotype-sandsynligheder, kan vi endelig ud-
regne sandsynligheden for, at barn nummer 2 fir bla gjne. Barnet kan kun {4 bla gjne,
hvis bade Kasper og Anna har genotype Bb, og de begge afleverer en b-allel til barnet.
Det giver folgende:

P(Fy, =b|Fg =B,F, =B, F, =B) = 1-0,8615384615-0,8615384615
= 0,1855621302

Med oplysningen om at barn 1 har brune gjne er sandsynligheden for, at barn 2 far
bla gjne, altsa nedjusteret en smule, nemlig fra 19,75% til 18,56%.

Bemarkning 46

I eksempel 45 har vi som forudsatning antaget, at ét bestemt gen styrer, om et menneske
far brune eller bla gjne. Der er i virkeligheden adskillige gener, som har indvirkning pa
gjenfarven, og som folge heraf bliver billedet mere broget. Da genet OCA2 pd kromosom
nr. 15 imidlertid har en stor betydning for gjenfarven, kan antagelsen om ét gen med en
brun og en bla allel godt benyttes som grovmodel.

o

I opgave 12.4 kigger vi pd, hvordan man kan besvare spergsmalene i eksempel 45 meget
nemt og smart ved hjeelp af et sakaldt Bayesiansk netvark, opstillet i programmet Agena-
Risk. Bayesianske netvaerk, som omtales 1 afsnit 10 og frem, er det rette matematiske
univers at lase denne ret komplekse typer problemer i, hvor sandsynligheder skal opda-
teres efter erhvervelse af viden. For vi forlader dette afsnit, skal vi se pd endnu et par
eksempler pa anvendelse af sandsynlighedsregning i genetikken.

Eksempel 47 (Barnets blodtype)

Den ostrigske biolog Karl Landsteiner
(1868-1943) opdagede i ar 1900 menne- A +
skets blodtyper A, B og 0. Det var imid-

lertid tjekken Jan Jansky, som tilfejede
den fjerde blodtype AB til det, vi i dag +
kalder ABO-systemet. I dette system er B

allellerne 4 og B co-dominante, mens ()

B_
0+

er den recessive allel. Ofte betegnes de
tre alleller med henh. 7“4, I® ogi. Afno-
tationsmaessige arsager, skal vi dog bi-
beholde forstenevnte skrivemdade. Det -
giver anledning til felgende seks geno- 0

typer: A4, AB, A0, BB, B0 og 00. Fano-
typerne bliver derimod A, B, AB og 0.
Vi ser her, at bade allel 4 og B kan give sig til kende, netop fordi de er co-dominante.

Sammen med amerikaneren Alexander S. Wiener opdagede Karl Landsteiner desuden i
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1937 Rhesus-systemet, som yderligere opdeler blodtyperne. Denne ekstra faktor har ogsa
betydning ved blodtransfusioner. I Danmark har 44% blodtype A, 10% har blodtype B,
42% har blodtype 0 og 4% blodtype AB. Desuden er 85% Rhesus positive, mens 15% er
Rhesus negative. Rhesus-faktoren og ABO-systemet er uafhengige, da generne til de to
systemer sidder pd hvert sit kromosom (henholdsvis niende og ferste kromosom).

a) Bestem genotype-frekvenserne for ABO og
Rhesus-systemet i den danske befolkning.

En mand med blodtype B+ og en kvinde med
blodtype A+ onsker at fa et barn sammen.

b) Hvad er sandsynligheden for, at barnets
blodtype bliver B—?

Losning: a) Som udgangspunkt antager vi, at
der er Hardy-Weinberg ligevaegt. Lad p,, p,
og p, betegne de ukendte allel-frekvenser for
henholdsvis allel 4, B og 0. En nedvendig og
tilstreekkelig betingelse for at populationen er i
Hardy-Weinberg ligevaegt hvad angar ABO-sy-
stemet er ifolge bemarkning 44, at genotype-
frekvenserne for A4, A0, BB, B0, AB og 00 er
givet ved udtrykkene henholdsvis p%, 2p,p,,

Prs2DsPo-> 2P 405 0Z P . Eftersom bade ge-
notype A4 og genotype A0 giver anledning til

blodtype 4 (fenotype A4), har vi ligningen p? +2p ,p, = 0,44 . Tilsvarende ligninger kan
opstilles for hver af de evrige blodtyper (feenotyper). Alt i alt har vi:
Py + 2pup, = 0,44

Py + 2ppp, = 0,10
2p4pp = 0,04

pe = 0,42

(39)

Ligningssystemet (39) bestar af 4 ligninger med 3 ubekendte. I dette tilfeelde betyder det,
at vi har for mange ligninger. Man kalder det overbestemthed. Sddanne systemer har nor-
malt ingen lgsninger, med mindre en af ligningerne blot "bekrafter de evrige". Her er der
ingen losninger. Det skal vi dog ikke fortvivle over, for det vil vare naturligt at betragte
frekvenserne pa hejre side 1 ligningerne, som indeholdende en usikkerhed. Det kan sag-
tens vere, at de 44% 1 virkeligheden er 43,9%, etc. Man kan eventuelt benytte et CAS-
vaerkte) (her Maple) til at give et bud pa en approksimativ lesning. Det er gjort i boksen
pa naeste side. Laesere, som matte onske selv at forsege at lose ligningssystemet manuelt,
henvises til opgave 7.4.

I tabellen pa naste side er allel-frekvenserne for ABO-systemet listet, sammen med de
afledte genotype-frekvenser og faenotype-frekvenser. Det observeres, at fenotype-fre-
kvenserne for ABO-systemet virkelig er tet pa dem i ligningssystemet (39)!
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I opgave 7.5 opfordres l@seren til at udregne frekvenserne i hojre side af tabellen.

b) Nu til delspergsmalet med barnets blodtype. Vi skal bestemme P(H |E ), hvor

H: Barnet har blodtype B—.
E: Faderen har blodtype B+, og moderen har blodtype A+.

Lad os forst se pa sandsynligheden for E:

P(E) P({Fader er B+} m{Moder er A-l-})

= P({Fader er B+})- P({Moder er A"'})

(fB 'thJr)'(fA 'th+)
0,03164964638

(40)

Eftersom det mé antages, at faderen og moderen ikke er i nar familie, kan det udnyttes,
at delhaendelserne {Fader er B+} og {Moder er A+} er uafhengige. Det forer umiddel-
bart til 2. lighedstegn ovenfor. Tredje lighedstegn fas af det faktum, at ABO-systemet og
Rhesus-systemet er uathaengige. Vi kan dermed ngjes med at bruge fenotype-frekvenser-
ne fra tabellen side 54. For at kunne udregne den betingede sandsynlighed, fir vi desuden
brug for faellesmengden af handelserne H og E:

HNE = {Bam er B-} n{Fader er B+} n{Moder er A+}

Det er mere kompliceret at udregne sandsynligheden for denne handelse, fordi barnets
blodtype athenger af bade faderens og moderens blodtype. Heldigvis kan vi fa overblik
over situationen ved at se pd skemaerne pé side 56. Husk fra argumenterne i eksempel
45, at sandsynligheden for hvert lille felt er 4 gange produktet af de to genotype-frekven-
ser ud for feltet! "ABO-fallesmengden" mellem handelserne at barnet er B, faderen er B
og moderen er A er symboliseret ved de tre felter markeret med gult i ABO-skemaet.
Sandsynligheden for denne mangde er 1-uyp -u o + %1y, -u,, sammenlagt. Pa analog
vis er "Rhesus-fallesmangden" mellem haendelserne at barnet er Rh—, faderen er Rh+ og
moderen er Rh+ symboliseret ved det enlige gule felt 1 Rhesus-skemaet. Sandsynligheden

for denne er +-u,,, -u,, . Igen findes genotype-frekvenserne i tabellen side 54.

For at bestemme sandsynligheden for den totale fellesmengde H m E argumenterer vi i
stil med det, vi gjorde 1 eksempel 45: Vi udnytter uathengigheden mellem faderens og
moderens blodtype og uafthaengigheden mellem ABO og Rhesus-systemet:

P(HNE) = P({Barn erB—}m{Fader er B+}m{Moder er A+})

(41) = (%'“BB'%o*‘%'”BO'%O)'(%'”Dd'”Dd)

0,0005343477050

Dermed har vi endeligt:

P(HNE)  0,0005343477050

= 0,01688321249
P(E) 0,03164964638

P(H|E) =

Der er altsé en sandsynlighed pad mellem 1% og 2% for, at barnet far blodtype B—.
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ABO b A > B «—— AB—>= 0—
Q uAA uA() uBB uB(} uAB u()()
AA A0 BB B0 AB 00
dIAAAOBBBOABOO
Al 44| A4 | A4 | 40 | AB | AB | AB | 40 | 44 | 4B | 40 | 40
Z’lAA AA
Al A4 | 44| 44| A0 | AB | AB | AB | 40 | 44 | AB | 40 | A0
A
Al 44 | A4 | A4 A0 | AB | AB | AB | A0 | 44 | AB | 40 | 40
qu AO
0l 04 | 04|04 | 00| 0B 0B 0B | 00|04 0B| 00| 00
A
Bl(B4 | B4 | B4 | B\ BB | BB | BB BO|BA|BB|BO BO
Uy BB
Bl|B4 | B4 | B4 | B0\ BB | BB| BB | B0 | BA | BB| B0 | BO
B
Bl|B4 | B4 | B4 | Bo| BB | BB| BB | B0 | B4 | BB| B0 | BO
Ugy BO
0[\04 | 04| 04 00)l 0B | 0B | 0B | 00|04 0B| 00 | 00
T Al a4 | A4 | A4 | A0 | AB | AB | AB | A0 | 44 | 4B | 40 | 40
AB| Uy AB
l Bl BA BA| B4 BO| BB BB|BB| B0 |BA|BB|B0O | BO
A
0l 04 | 04 ] 04| 00| 0B 0B |0B| 00|04 0B| 00| 00
0| Uy 00
l 0l o4 | 04|04 00| 0B 0B |0B| 00|04 0B| 00| 00
Rhesus «— Rrnh- «——Rh-—»
Q Z/lDD Z/lDd udd
DD Dd dd
d D D|D adala a
- N
p\(pp | bp | D | Dd\| Dd | Dd
Upy DD
Dl\pp | DD | DD | Dd|| Dd | Dd
Rh+
pllpp | bp | DD | Dd|| Dd | Dd
uDdDd
d\\dp | dp | dD | dd )| dd | dd
A
d\ dD | dD | dD | dd | dd | dd
Rh-\Uu dd
l dl dD | dD | dD | dd | dd | dd
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Eksempel 48 (Faderskabssag)

I en faderskabssag vides det, at én af
to givne mand er fader til barnet. Den @W,)g?_{ @ .
ene mand (mand 1) har blodtype A—, /\A

mens den anden (mand 2) har blod-

*
type 0+. Moderen har blodtype A+, *
og det har barnet ogsd. Hvem af de to *
mand har den sterste sandsynlighed
for at vaere fader til barnet, og hvad er
g * Y *

de konkrete odds, ndr man kun tager
blodtyperne i betragtning?

Losning: Vi skal udnytte genotype-frekvenserne for bade ABO-systemet og Rhesus-D
systemet i Danmark, udregnet 1 eksempel 47. Vi skal have sat heendelser pa:

M1 Mand 1 er far til barnet.

M2 Mand 2 er far til barnet.

E  En kvinde med blodtype A+ har fiet et barn, som ogsa har blodtype A+. Fader til
barnet er enten Mand 1 med blodtype A— eller Mand 2 med blodtype 0+.

For at afgere, hvem af de to mand, der er den mest sandsynlige fader til barnet og sam-
tidigt bestemme odds, vil vi udregne forholdet mellem to betingede sandsynligheder:

P(MIE)  P(MINE)/P(E) _ P(M1NE)
P(M2|E)  P(M2NE)/P(E) P(M2NE)

(42)

Hvor vi har benyttet definition 12 for betinget sandsynlighed. Bemeerk, at (42) i princippet
er en alternativ version af s@tning 36 for Bayes' formel pd relative odds form. Hendelsen
M1NE kan vi skrive op som en fallesmangde:

(43) MINE = {Mand 2 er 0+} " {Barn er A+} n{Moder er A+} " {Fader er A—}

idet {Mand 1 er A—} n{Mand 1 er fader} = {Fader er A—} . Nar vi skal tage sandsynlig-
heden af haendelsen i (43) bemarker vi, at den forste haendelse i1 faellesmangden er vaf-
hangig af resten, sd vi kan benytte definition 15:

P(M1NE)

P({Mand 2 er 0+} N {Barn er A+} e {Moder er A+} N {Fader er A— })
P({Mand 2er 0+}) -P({Barn er A+} N {Moder er A+} m{Fader er A— })

Derimod kan vi ikke splitte den sidste sandsynlighed op pa samme made, da barnets blod-
type athenger af foreldrenes. I stil med, hvordan vi argumenterede i eksempel 47 b) re-
praesenterer vi hendelsen at barnet er A, faderen er A og moderen er A i ABO-skemaet pa
naste side: De er symboliseret ved de gule felter indenfor den rede ramme. Sandsynlig-
heden for disse er sammenlagt -1, + 1, -t 0+t U, +3U 0 U, . Pétilsvarende
made er handelsen at barnet er Rh+, faderen er Rh— og moderen er Rh+ reprasenteret

ved de gule felter 1 den rode ramme i1 Rhesus-skemaet.
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A - B <«—— AB—»« 0——
9 uAA uAO uBB uBO uAB u00
A4 A0 BB BO AB 00
dAAA()BBB()AB()()
A
Al(aa | 44| 44| 40\ 4B | 4B | 4B | 40 | 44 | 4B | 40 | 40
Uy, A4
Allaa | 44| 44| 40|l 4B 4B | 4B | 40 | 44 | 4B | 40 | 40
A
Al aa | aa | 44| 40|l 4B 4B | 4B | 40 | 44 | 4B | 40 | 40
U A0
004 | 04 | 04 00) 0B | 08 | 08 | 00|04 08|00 | 00
A\
A
Bl B4 Ba|BA | Bo| BB BB| BB BO|BA | BB|BO BO
Uy, BB
Bl B4 Ba|BA | Bo| BB BB| BB BO|BA | BB|BO BO
B
Bl B4 | B4 | B4 Bo|BB BB|BB|BO|BA BB|BO| BO
Ugy BO
ol 041 04 04 00| oB ool ool oa o8| 00! 00
T Al ag | aal a4 40| 4B AB | 4B A0 | 44| 4B | 40 | 40
AB| Uy AB
l Bl B4 B4l B4 | Bo|BB | BB| BB BO|BA | BB|BO BO
A
0(0A 04 | 04 00] oB | 0B | 0B | 00|04 08|00 00
0 Uy 00
l 0@4 04 | 04 00) oB | 0B | 0B | 00|04 08|00 00
Rhesus «—— Rrp- «—Rh-—»
9 Upp Upy Uy
DD Dd dd
d D D|D dl|d d
pl(op | pbp | pp | pd\| Dd | Dd
Upy DD
pllop  pp | bp | pdll Dd | D
Rh+
pllpp  bp | bp | DAl Dd | Dd
Ups Dd
d\dp | dp | dp | dd) dd | dd
A
dl(dp | dp | dp | dd)| dd | dd
Rh-|Uu dd
l d|\dp | dp | dD | dd)| dd | dd
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Sandsynligheden for denne haendelse er u,, -u,, +1-u,, -u,,. Ligesom i eksempel 47
udnytter vi herefter, at ABO-systemet og Rhesus-systemet er uafhengige, fordi de to in-
volverede gener sidder pa forskellige kromosomer. Dermed har vi:

P({Barn er A+} n{Moder er A+} " {Fader er A— })

(44)
_ 3 1
= (”AA Uyt Uy Uy T Uy Uy T3 Uy '”Ao)'(”dd Upp T3 Uy '”Dd)

Vi skal ogsa huske sandsynligheden for, at Mand 2 er 0+. Den er givet ved produktet af
fenotype-frekvenserne: f; - fr,, =Uo - (Upp +Up,) . Alt 1 alt giver det anledning til fol-
gende udtryk for sandsynligheden for haendelsen i (43):

P(M1NE)

. . . 3. . . . 1, . f.
(“AA UggtUyy-Uyot Uy -Uyytg Uy ”Ao) (”dd Upp T 7 Uy ”Dd) Jo Jrus

0,005272241837

Vi mangler sandsynligheden fra naevneren i (42). Den fés pa tilsvarende vis til

_ 1 3
P(M2NE) = (”00 Uyt Uy '”AO)'(”DD “Upp tUpp "Upg TUpg "Upp 3 Upy '”Dd)'fA S rn-

0,004778393004

som fas ved at betragte de bla rammer i skemaet side 58. Vi far endelig folgende odds:

P(MIE)  P(MINE) _ 0,005272241837
P(M2|E) ~ P(M2NE)  0,004778393004

(45) = 1,103350401

De to maend er altsa omtrent lige sandsynlige faeedre. @nsker man konkrete sandsynlighe-
der, kan man udnytte, at sandsynlighederne 1 teller og n@vner giver 1 tilsammen. Hvis vi
kalder telleren for p, skal vi altsa lese folgende ligning:

(46) IL = 1,103350401 < p=0,5245680418
4
Mand 1 har altsd en sandsynlighed pa 52,5% for at vere fader, mens Mand 2 har en sand-

synlighed pé 47,5% for at vere faderen.
O

Bemerkning 49

I eksempel 48 har vi udregnet odds for faderskab under den implicitte antagelse, at begge
mand har samme sandsynlighed for at vaere fader, nér der ses bort fra blodtyperne. Det
kunne imidlertid vare, at kvinden overvejende mistaenkte den ene mand for at veere fader.
Maske havde hun veret meget mere sammen med Mand 1 end med Mand 2. Man kan
godt indregne anden ekstra evidens som denne — eventuelt vurderet ved sken — og sa
anvende Bayes' formel pé relative Odds form fra setning 36 til at opdatere sandsynlig-
hederne. A priori relative odds bliver derved opdateret til a posteriori relative odds.
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8. Kadereglen og betinget uathangighed

Formélet med den sidste del af denne note er at studere de sékaldte bayesianske netvark.
Til det formal har vi brug for at et ekstra begreb, nemlig betinget uafhengighed samt en
meget vigtig formel kaldet keedereglen. Sidstnavnte skal satte os i stand til at kunne
reducere komplicerede regninger med betingede sandsynligheder.

Bemerkning 50

Fremover vil vi {4 brug for at udregne betingede sandsynligheder, hvor der er flere betin-
gelser involveret. Det svarer til at udregne en betinget sandsynlighed givet feellesmeeng-
den af de pagaeldende betingelser. Sdledes er P(A|E1 N E,) den betingede sandsynlighed
for hendelsen 4 givet betingelserne E, og E,. Begge skal altsd vare opfyldt. Af nota-
tionsmaessige arsager vil vi undertiden skrive dette som P(A|E1,E2). Vi vil gere noget
tilsvarende, hvis 4 er en fellesmangde: P(4 N4, N...NA,|E,NE,N...0E,) vil vi
saledes ofte skrive som P(4,,4,,...,4,|E,,E,,....E,). O

Definition 51 (Betinget uathengighed)

Lad 4 og B vare to handelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Antag at E er en tredje
handelse, hvor der geelder P(E) # 0. Hendelserne 4 og B kaldes betinget uafhengige
givet E, hvis

47) P(ANB|E) = P(A|E)-P(B|E)

Ifolge definition 12 i afsnit 3 er kravet for at to haendelser A og B kan siges at vaere uaf-
hangige, at der geelder P(AN B) = P(A)- P(B).1bemarkning 16 sé vi, at det er ensbe-
tydende med, at P(A|B) = P(A) skal vere opfyldt. Man kunne fa den tanke, at der er en
lignende alternativ méde at karakterisere betinget uathengighed pa. Svaret er bekreften-
de. Vi har nemlig folgende s@tning:

Sezetning 52 (Betinget uathaengighed)

Givet tre haendelser 4, B og E 1 et endeligt sandsynlighedsfelt, hvor P(E)#0. Da
gelder:

(48) A og B er betinget uathaengige givet E < P(A4

B,E) = P(A|E)

Bevis: Lad os omskrive venstresiden i (47) ved brug af definition 12 og setning 14:

P(4|B,E)-P(BAE
w0 PABIE) - P((A;(gmm _ P(Af;gw» _ P P)(E)< AE)
- P(4 B,E)-% — P(A|B,E)- P(B|E)

Sammenlignes det sidste med hejresiden i (47), fas det enskede. O
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Man kunne maske f4 den formodning, at der er en sammenhang mellem uathangighed
og betinget uathengighed, men det er ikke tilfeeldet. Hvis man taenker lidt naermere over
det, er det egentligt heller ikke s& underligt, for i en betinget sandsynlighed ses der sa at
sige bort fra de udfald, som ligger udenfor den delmaengde, der betinges til, og sidstnavn-
te kan jo se ud pa mange mader. Lad os kigge pa nogle eksempler.

Eksempel 53

Der udtrekkes et kort fra et spil kort
med 52 kort plus 3 jokere. Betragt de
tre hendelser:

A : Kortet er et es
B : Kortet er en hjerter
E: Kortet er ikke en joker

Da alle kort har samme sandsynlighed
for at blive udtrukket, og der er fire
esser, har vi P(A4)=<. Nér vi skal

udregne den betingede sandsynlighed

for A givet E, skal vi derimod kun kig-

ge pé de 52 kort, som ikke er jokere.

Der er 4 esser ud af de 52 kort, sa P(A|E) =<5 =4 . Tilsvarende fas at P(B) =4 og
P(B |E) =2 =1 Hendelsen 4N B indeholder kun hjerter es, hvorfor P(4 N B) =3z og
P(ANB|E)=4.

P(A)-P(B) = &8 = 322 hvormed P(4NB)# P(A)-P(B)
P(A|E)-P(BE) = &+ = & hvormed P(ANB|E)=P(A|E)- P(B|E)
Hendelserne 4 og B er altsa ikke uathengige, hvorimod de er betinget uathangige givet
E. Det samme kunne vere indset ved at benytte henholdsvis bemerkning 16 og s@tning

52. Blandt hjerterne er der kun ét es, hvoraf vi far:

P(A|B) = &5 hvormed P(A|B)# P(A)

P(A|B,E) = 5 hvormed P(A|B,E)=P(A|E)

Dermed har vi givet et modbevis til hypotesen om at betinget uathaengighed generelt
skulle medfere athaengighed.

Eksempel 54

Ved et idretssteevne med flere discipliner var der 1 alt 900 tilskuere. Inddelt efter ken,
alder (over eller under 30 ar) og om de pagaeldende overvarede en fodboldkamp eller ej,
fordeler tilskuerne sig, som det fremgér af tabellen pa neeste side. Pa hver steevnebillet
stdr et nummer. Ved afslutningsceremonien foretages en udtrekning blandt billetnumre-
ne, og vinderen modtager et gavekort til byens gourmetrestaurant.
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Kgn Mand Kvinde

Alder <30ar >30ar <30ar >30ar
Overveaerede fodboldkamp Ja Nej Ja Nej Ja Nej Ja Nej
Antal 100 200 40 200 20 180 40 120

Betragt folgende haendelser:

M : Vinderen er en mand/dreng
A : Vinderen er under 30 ar
F: Vinderen oververede en fodboldkamp

Lad os undersoge om M og A er uathengige hendelser.

100+200+40+200 540
900 900

100+ 200 _ 300
100+200+20+180 500

P(M) = = 0,60

P(M|4) = = 0,60
Eftersom P(M |A) = P(M), er haendelserne M og A uathengige, ifelge bemarkning 16.
Oplysningen om, at vinderen er under 30 ar gammel, &ndrede altsa ikke pd sandsynlig-
heden for at vinderen er en mand! Lad os undersege, om M og A er betinget uathengige
givet haendelsen F:

P(M|F) = 100 + 40 140 0.70
100+40+20+40 200 ’
P(M|A,F) = 100 ~_ 100 _ 0,8333
100+20 120

Da P(M|A,F)+# P(M |F ), er hendelserne M og A altsa ikke betinget uafthengige givet
F, ifelge s@tning 52. Nar man ved, at vinderen har overvaret fodbold, eger den ekstra
oplysning om at vinderen desuden er under 30 &r gammel, sandsynligheden for at vin-
deren er en mand/dreng, fra 70% til over 83%. Altsa ingen betinget uathangighed her. Vi
har dermed ogsé aflivet hypotesen om, at uathaengighed generelt skulle medfore betinget

uathaengighed!

Nu til den meget vigtige keederegel for betingede sandsynligheder:

Sezetning S5 (Kadereglen)

Lad 4, 4,,...,A4, vere haendelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Antag desuden at
P(4,,4;,...,4,)# 0. Da gelder:

(50) P(4, 4y,....4) = []P(A |4, 4,)
k=1
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Det store pi-tegn er et sdkaldt produkttegn og betyder, at man skal gange storrelserne til
hojre for tegnet sammen fra k£ =1 til £ =n . Lad os opskrive udtrykkene for nogle af de
forste verdier af n, og derefter bevise satningen i et specialtilfeelde. Sidstnavnte bevis
kan umiddelbart udvides til det generelle tilfalde.

2: P(4,,4,) = P(A1|A2)'P(A2)
3: P(4,4,,4;) = P(A1|A2,A3)'P(A2|A3)'P(A3)
4: P(A17A2>A37A4) = P(A1|A2>A3,A4)P(A2|A3,A4)P(A3|A4)P(A4)

n
n
n

Bevis for scetning 535 for tilfeeldet n =4 :
P(A,4,,4;,4) = P(ANA,NA;NA)
P4 N (A4, NA,NA,))
P(4 |4y WAy Ay) - P(Ay N Ay Ay)
P(4 | Ay, Ay, 4,)- P(Ay, Ay, 4)
P(A |4y, Ay, Ay) - P(dy| 45, Ay) - P4y, 4,)
= P(A1|A2,A3,A4)-P(A2|A3,A4)-P(A3 4,)- P(4,)

(S1)

hvor vi i tredje lighedstegn har brugt (1) i setning 14. I fjerde lighedstegn oversatter vi
blot til den nye notation fra bemerkning 50. Det andet led i linje 4 er P(4,,4,,4,). Hvad
vi lige har gjort med P(4,,4,,4;,4,), gentager vi nu med P(4,,4;,4,). Det er helt
analogt. Dermed fés linje 5 og derefter linje 6.

Bemearkning 56

Det er en vigtig iagttagelse, at der ikke sker noget med udtrykket pa venstre side i (50),
hvis man bytter rundt pd A'erne. Derfor er udtrykket pd hojre side af lighedstegnet ogsa
uathaengig af ombytning af A'erne. Der er altsa stor valgfrihed. I konkrete problemstillin-
ger skal man veelge rekkefolgen med omhu. Det smukke ved Bayes' formel er, at den er
coherent: Det er ligegyldig hvilken reekkefolge evidenserne behandles i, eller om de end-
da behandles under ét: det vil altid give det samme slutresultat!

Eksempel 57

En krukke indeholder 30 bld kugler og 6 rede. Der traekkes nu i
blinde tre kugler fra krukken, én efter én. Hvad er sandsynligheden
for 1 forste traekning at fa en bld, i naeste en red, og i den sidste en
bla kugle? Et udfald kan man passende skrive som et tre-tuppel. Vi

skal finde sandsynligheden for (b,7,b) . Rekkefolgen er her vigtig.
Vi indferer folgende haendelser:

R, : Udtrekning nr. k£ gav en rod kugle
B, : Udtrekning nr. k£ gav en bla kugle
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Formelt set er hendelsen R, for eksempel den delmangde, der bestér af alle de tre-tupler,
som har et 7 1 den anden indgang. Vi skal bestemme P(B; "R, N B)) eller P(B;,R,,B,),
som er det samme. Alle tre hendelser B,, R, og B, skal indtreffe, derfor en faellesmang-
de! Rekkefolgen vi skriver hendelserne i er ligegyldig, men af pedagogiske arsager
skriver vi dem, som vi gor. Vi kan nu bruge kadereglen:

P(By,R,,B)) = P(B|R,,B,)-P(R,|B,)-P(B)) = & &3 = 2

Maske ville det veere mere logisk, hvis produktet blev skrevet i omvendt rekkefolge, for
de 32 svarer til sandsynligheden for at fa en bld kugle i forste treekning, da der er 30 bla
kugler og 36 kugler i alt. I naste treekning er der stadig 6 rede kugler tilbage, mens der
kun er 29 bla kugler. Derfor er sandsynligheden for at fa en red kugle i anden udtraekning
lig med & — det er en betinget sandsynlighed, givet udfaldet af forste treekning. I sidste
traekning er der 29 bld kugler tilbage og 5 rede kugler. Det giver en sandsynlighed pa 2
for at fa en bla kugle i sidste traekning — det er en betinget sandsynlighed givet udfaldene
af de forste to traekninger.

Eksempel 58

Der er festuge 1 byen. Egteparret Anders og Lise overvejer at deltage om fredagen, hvor
der er et sarligt arrangement. Det krever imidlertid, at Anders kan fa fri fra arbejde.
Anders vurderer, at der er fifty-fifty chance for at f fri. Lise vil helt sikkert deltage, hvis
Anders kan. Derimod vurderer hun, at der kun er 25% chance for, at hun vil deltage, hvis
Anders ikke kan deltage. Ulla er arbejdskollega med Lise, og hun overvejer ogsé at tage
med. Lise lover at ringe til Ulla for at forteelle, om hun deltager. Hvis det bliver et ja fra
Lise, sa vil Ulla sperge chefen om lov til at f& fri. Hun vurderer, at der er 90% chance for
i givet fald at fa fri. Hvad er sandsynligheden for, at de alle tre kommer til byfest om
fredagen?

Losning: Vi indferer folgende hendelser: A: Anders kommer til byfest. L: Lise kommer
til byfest og U: Ulla kommer til byfest. Vi bruger kaedereglen:

P(U,L,A) = P(U|L,A)-P(L|4)- P(A)
P(U|L)-P(L|4)- P(A)
0,90-1,00-0,50

0,45

Der er altsd 45% chance for at de alle tre kommer til byfest om fredagen. Bemerk, at vi i
anden linje har foretaget en reduktion. Vi ved nemlig, at Ullas beslutning om at deltage
ikke athaenger af Anders' deltagelse, sa leenge Lise deltager. Sagt med haendelser, sa er U
betinget uathengig af 4 givet L, altsd P(U|L, A) = P(U |L) .

O

Maske kunne du godt have klaret opgaven 1 eksempel 49 og 50 uden at kende til kede-
reglen pa formelt plan. Nar tingene bliver mere komplicerede i de sékaldte bayesianske
netverk vil vi dog se, at keedereglen er helt essentiel, da den skal bruges til at "nedbryde"
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beregningen af komplicerede sandsynligheder til et produkt af sandsynligheder, der er
nemmere at have med at gore ...

Eksempel 59 (Simpsons paradoks)

I en fiktiv historie forestiller vi os to leger, Klausen og Jensen, som begge foretager hjer-
teoperationer og lagger forbindinger pd patienter. Figuren nedenfor illustrerer, hvor man-
ge behandlinger hver lege har gennemfort af hver type, og de sorte ikoner indikerer de
personer, som modtog en vellykket behandling. Hvis vi teeller sammen, opdager vi, at den
totale succesrate for Klausen er 63/84 =0,75=75%, mens den for Jensen er lig med
72/90 = 0,80 =80% . Studerer man derimod kategorierne hver for sig, tegner der sig et
andet billede: Klausen har en succesrate pa 49/70 =0,70 = 70% for hjerteoperationer og
en succesrate pa 14/14 =1=100% for at leegge forbindinger. De tilsvarende tal for Jensen
er henholdsvis 6/15=0,30 =30% og 66/75=0,88 =88%. Jensen har altsd samlet set
den sterste succesrate, mens Klausen pa hver kategori har den bedste succesrate. Dette
feenomen kan umiddelbart virke meget maerkeligt og gar under betegnelsen Simpsons pa-
radoks — selv om der formelt set ikke er tale om et egentligt paradoks.

oooooooooooooooooooooooooooooo
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Klausen Jensen

Nu kan man naturligvis ikke vide, hvordan Klausen ville have klaret sig i Jensens behand-
linger og omvendt, men gor vi den antagelse, at ovenstaende vil vare det typiske billede
for de to laeger pa alle typer af patienter, sd ma vi konkludere, at Klausen sandsynligvis
er den bedste lege af de to, og at han sandsynligvis netop som folge heraf har faet tildelt
de mere risikable hjerteoperationer. Laren ma veare, at man skal vaere forsigtig med at
foretage sammenlagninger af kategorier indenfor statistik. Man kan ogsé sige, at behand-
lingstypen her er en skjult variabel. Det rigtige her vil vere at se pa hver kategori for sig!

Til den avancerede leser: I en sandsynlighedsteoretisk kontekst vil Simpson's paradoks
lyde som felger, hvor vi har felgende haendelser:
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S': Patienten féir en succesfuld behandling
J: Patienten behandles af leege Jensen
H : Patienten far en hjerteoperation.

Udfaldsrummet er mangden af alle patienter 1 databanken ovenfor. Heraf ses, at de kom-
plementare haendelser til J og H er:

J¢ . Patienten behandles af laege Klausen
H: Patienten fér lagt en forbinding

Fra data har vi umiddelbart:

(52a) P(S|J,H) < P(S|J°,H)
(52b) P(S|J,H) < P(S|J",H)
(52¢) P(S|J) > P(S|J)

Vi kan udtrykke venstresiden og hejresiden i ulighed (52¢) ved hjelp af venstre og hej-
residerne i (52a) og (52b):

P(S|J) = P(S|H,J)-P(H|J) + P(S|H®,J)-P(H*

J)
(53)
JY) + P(S|H®,J)-P(H*

P(S|J%) = P(S|H,J)-P(H J)

hvor vi har benyttet, at SNH, SN H er en klassedeling af S, (53) samt appendiks A.
Detaljerne overlades til den avancerede leser. De med redt fremhavede faktorer 1 (53)
kan betragtes som en slags "vagte". Med passende verdier af disse kan ulighedstegnet
altsa vendes om, som det sker 1 (52c).

Bemearkning 60

I appendiks A er en meget nyttig erkendelse beskrevet: Hvis man har en formel, som
gelder for alle sandsynlighedsfunktioner, sa gelder den ogsd med betingelser indsat.
Eftersom SN H, SN H® indlysende er en klassedeling af S, gaelder der ifolge setning
9d): P(S)=P(SNH)+ P(SNH) . Derfor geelder formlen ogsa med betingelsen J ind-
sat: P(S|J) = P(SM H|J) +P(SNH® |J) . Det kan naturligvis ogsa vises direkte, uden
brug af appendiks A, men dette redskab er nyttig at have til rddighed!
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9. Kort om grafer

En grafbestar af en mangde af knuder og en mangde af kanter. En kant er en forbindel-
seslinje mellem to knuder. Man taler om ikke-orienterede og orienterede grafer. 1 forst-
navnte har kanterne ikke nogen retning, mens hver kant i sidstnavnte type har en retning.
I orienterede grafer kan der forekomme cykler, som vist i delfigur (B) nedenfor. Hvis man
starter i en knude i1 en cykel og folger kanterne rundt i kanternes retning, s& kommer man
tilbage til udgangspunktet. En acyklisk graf, som illustreret i delfigur (C), har ingen
cykler. Vi fik i evrigt gjort den cykliske grafi delfigur (B) acyklisk ved at vende retningen
af kanten, der forbinder knuderne 3 og 5. To knuder kaldes naboknuder, séfremt de er
forbundne med en kant. Hvis A og B er naboknuder i en orienteret graf, og retningen af
kanten gér fra A til B, sa vil vi kalde A for en foreeldreknude til B og B for en barneknude
til A. Pa delfigur (C) nedenfor er knuderne 1 og 5 séledes foreldreknuderne til knude 3,
mens knude 3 og 4 begge er bern af knude 5.

(A) ikke-orienteret graf (B) Orienteret graf med cykel

(C) Orienteret acyklisk graf

Teorien om grafer udger et helt selvsteendigt omrade 1 matematikken: Grafteori eller pa
engelsk Graph Theory. Typisk @ndres en graf ikke ved, at man "vrider" lidt i den, sd
leenge kanterne ikke brydes. Et beromt problem, som kan formuleres og analyseres i en
grafmassig sammenheng, er det sékaldte travelling salesman problem. Det bestér i, at en
selger skal fra en by A til en by B. Szlgeren kan velge forskellige veje. Hvilken en er
den korteste? Her udger byerne A og B samt mellemliggende byer/trafikknudepunkter
knuderne 1 grafen, og vejene er kanterne. 1 dette tilfeelde er grafen veegtet, idet hver kant
har tilknyttet et tal, nemlig vejafstanden. Den interesserede leser kan studere dette emne
pa egen hand. I denne note skal vi dog kun bruge graf-begrebet som et koncept.
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10. Bayesianske netveerk

Vi er nu rede til at give en pracis definition pa et bayesiansk netveerk. Hvis du finder det
lovligt abstrakt pa dette sted, kan du veelge at leese let hen over det og vende tilbage, nar
du inden lenge ser konkrete eksempler pa bayesianske netvark.

Definition 61 (Bayesiansk netvaerk)
Et Bayesiansk netveerk (BN) er en tripel (V,.A,P) derved at:

a) V={X,X,,...,X,} eren mengde af stokastiske variable. De stokastiske vari-
able kan visuelt teenkes anbragt i hver deres knude 1 en graf.

b) A er en mangde af forbindelseslinjer, kaldet kanter, mellem knuderne omtalt i
a). Tilsammen skal (V,.4) udgere en orienteret acyklisk graf.

c) P er en maengde af betingede sandsynligheder: Til hver knude herer en tabel
med de betingede sandsynligheder for den tilherende stokastiske variabel, givet
vaerdierne for de stokastiske variable i grafens foreldre-knuder. Denne knude-
punktstabel betegnes ofte NPT (Node Probability Table).

Bemearkning 62

P4 engelsk betegnes et bayesiansk netvark et Bayesian network eller et Belief network.
Det sidste kommer af, at man, som vi senere skal se, kan tildele nogle mere eller mindre
subjektive vaerdier til knuderne i netverket og udregne, hvilken indflydelse det har pa
sandsynlighederne for verdierne af de stokastiske variable i de ovrige knuder. Et bayesi-
ansk netvaerk omtales ofte med forkortelsen BN.

Bemearkning 63

Man kan vise, at hvis man har at gere med en ikke-orienteret graf, kan man ofte ikke
repraesentere al information om sandsynlighedernes atha@ngighed i netverket. Ved at krae-
ve at kanterne har en retning, bliver dette heldigvis muligt. Udover at kreve at grafen er
orienteret, er der ogsa krav om, at grafen ikke ma indeholde cykler. Det skyldes, at der
ellers kan opstd inkonsistens 1 knudepunktstabellerne. Med kravet om en acyklisk graf far
man 1 evrigt en eller flere knuder, som ikke har foreeldre-knuder. Disse knuder vil dermed
indeholde ubetingede sandsynligheder. M@ngden af de betingede sandsynligheder kan
lidt abstrakt skrives: 77={P(Xl.)| parents(X,), X, EV} , hvor parents(X;) betyder de
stokastiske variable herende til foreldreknuderne til den i'te knude.

11. Beregninger i et konkret bayesiansk netvark

For at det hele ikke skal drukne i matematisk formalisme, vil vi i dette afsnit tage fat i et
eksempel pa et bayesiansk netverk for konkret at illustrere begreber som simultane sand-
synligheder og marginale sandsynligheder. Situationen er skitseret pa neste side.
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Eksempel pa Bayesiansk netvaerk: For sent pa arbejde

Niels og Anna arbejder pa samme arbejdsplads og begge tager normalt Metroen til arbejde.
Niels er i modsaetning til Anna et B-menneske, som har sveert ved at komme op om
morgenen, sa det sker, at han sover over sig. Hvis metroen star stille pa grund af reparationer,
sa er de ngdt til (individuelt) at vaelge et andet transportmiddel for at komme til arbejde. Det
er Niels' job at abne forretnings-afdelingen. Hvis han ikke g@r det til tiden modtager han en
reprimande fra chefen. Anna har dog veeret sa venlig at tilbyde at ggre det for ham i de
tilfeelde, hvor han kommer for sent, undtagen i de tilfaelde, hvor hun er kaldt ud til kunder
eller selv er kommet for sent.

Metroen er defekt
(M)

Niels sover over sig
(0)

Anna kommer for
sent pa arbejde
(A)

Niels kommer for
sent pa arbejde

(N)

Chefen giver Niels
en reprimande (C)

Niels sover over sig Metroen er defekt
False 0.85 False 0.95
True 0.15 True 0.05

Niels kommer for sent pa arbejde

Niels sover over sig False True Anna kommer for sent pa arbejde
Metroen er defekt False | True | False | True Metroen er defekt | False | True
False 0.90 0.30 0.50 0.10 False 0.95 0.15
True 0.10 0.70 0.50 0.90 True 0.05 0.85

Chefen giver Niels en reprimande

Anna mgder for sent False True

Niels mgder for sent | False | True | False | True
False 1.00 | 0.90 [ 1.00 | 0.00
True 0.00 | 0.10 | 0.00 | 1.00
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Det aktuelle netveerk udmeerker sig ikke ved at vere serligt nyttigt, men er valgt for at
skabe intuition hos leseren. Netvaerket har i alt fem knuder eller knudepunkter. De kan
hver isar antage nogle verdier. I dette simple eksempel er disse vaerdier False og True,
svarende til falsk eller sandt. Pa figuren er desuden anfert en knudepunktstabel for hver
knude, forkortet NPT for det engelske udtryk Node Probability Table. Vi vil referere til
hver knude ved hjaelp af en stokastisk variabel. Bogstaverne for de stokastiske variable er
angivet i parentes i hver knude 1 det bayesianske netverk (se figur). Den stokastiske varia-
bel for knuden "Niels kommer for sent pé arbejde" har for eksempel féet tildelt bogstavet
N. Knudepunktstabellen for den pagaeldende knude indeholder sandsynlighederne for, at
knuden antager vardierne False henholdsvis True, givet de mulige verdier af foraldre-
knuderne.

Niels kommer for sent pa arbejde

Niels sover over sig False True

Metroen er defekt False | True | False | True
False 0.90 0.50 | 0.10
True 0.10 0.70 0.50 0.90

Det matematiske indhold af det med redt fremhavede tal i knudepunktstabellen ovenfor
kan udtrykkes séledes:

(54) P(N:False|O:FalsemM:True) = 0,30

Udtrykket N = False repraesenterer haendelsen, at Niels ikke meder for sent, mens feel-
lesmangden O = False " M = True reprasenterer heendelsen, at Niels ikke sover over sig
og Metroen er defekt. Skal vi udtrykke det hele sprogligt, kan det gores sdledes:

Sandsynligheden for at Niels ikke moder for sent, givet at han ikke sover over sig og
Metroen er defekt, er 30%.

eller maske endnu bedre:

Hvis Niels ikke sover over sig og Metroen er defekt, er der 30% sandsynlighed for at
Niels kommer til tiden.

Vi har altsd ifelge definition 12 at gere med en betinget sandsynlighed her. Af notations-
maessige arsager valger man ofte at skrive (54) pa felgende alternative made, hvor feel-
lesmangdetegnet er udskiftet med et komma, jf. bemaerkning 50:

(55) P(N = False|O =True,M = False) = 0,30

Den simultane sandsynlighedsfordeling

Men det er jo sjeldent de betingede sandsynligheder, man er interesseret i. Det er normalt
mere interessant at vide, hvad sandsynligheden er for, at Niels meder til tiden, altsd at
kende P(N = False). For vi kan angribe dette problem, skal vi forst se pa den sékaldte
simultane sandsynlighedsfordeling (pa engelsk Joint Probability Distribution). Denne
indbefatter alle de stokastiske variable i det bayesianske netvark, hvilket her er C, 4, N,
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M og O. Man er interesseret 1 sandsynligheden for en given kombination af udfald for
hver af de fem stokastiske variable. Da hver stokastisk variabel i dette tilfeelde kan antage
veerdierne False eller True, er der altsd 2° =32 mulige kombinationer af vardier af de
fem variable. C =True ™ A= False "N = True "M = True " O = False er bare et ek-
sempel blandt de 32 mulige heendelser. Men kan vi overhovedet udregne sandsynligheden
P(C=Truen A= False " N =True "M = True N\ O = False) ? Vi har umiddelbart kun
knudepunktstabellerne til radighed. Svaret er heldigvis ja. Ved hjlp af kaedereglen kan
vi nemlig nedbryde sandsynligheden i mindre dele:

P(C =True, A= False,N = True, M = True,O = False) =
P(C= True|A = False, N = True,M = True,O = False)
-P(A= False|N =True,M = True,O = False)
-P(N = True|M =True,O = False)
-P(M = True|O = False)
- P(O = False)

(56)

Angéende den forste faktor i produktet efter lighedstegnet, bemaerkes det, at C er betinget
uathangig af bdde M og O givet vaerdierne af 4 og N. Dette indses ved at betragte kanterne
1 netvaerket: M og O er ikke efterkommere til C, hvorfor deres verdier ikke kan andre
sandsynligheden for C, nar man kender vaerdierne af C's foreldreknuder 4 og N! Generelt
defineres en knude B i et BN at vaere en efterkommer af en anden knude 4 i netverket,
hvis B kan nés fra 4 ved at folge eksisterende kanter i1 pilenes retning. Pa grund af den
betingede uathaengighed kan vi stryge M og O fra betingelsen:

P(C= True|A = False, N = True, M = True,O = False)

(57)
= P(C= True|A = False, N = True)

Sadanne typer reesonnementer er vigtige, nar man skal foretage beregninger i Bayesianske
netvaerk. P4 samme méde kan vi reducere de ovrige faktorer 1 (56) og far:

P(C =True, A= False,N = True, M = True,O = False) =
P(C= True|A = False, N = True)
- P(A= False|M = True)

(58)
- P(N = True|M = True,O = False)
- P(M = True)
- P(O = False)

Indsatter vi tallene fra knudepunktstabellerne, far vi:

P(C =True, A= False,N = True,M = True,O = False)

59
(59) = 0,10-0,15-0,70-0,05-0,85 = 0,0004462500
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Vi ser, at der er en sandsynlighed pa kun 0,000446, for at alle fem ting indtreffer sam-
tidigt, altsa at Niels ikke sover over sig, at metroen er defekt, at Niels kommer for sent,
at Anna ikke kommer for sent og at Chefen giver Niels en reprimande. Vi vil ofte lade
udtrykket P(C,A,N,M,0)=P(CNANN M NO) betegne den simultane sandsyn-
lighedsfordeling, idet vi underforstér, at hver af de fem stokastiske variable antager ver-
dierne henholdsvis False og True, hvilket her giver i alt 32 mulige kombinationer.

De marginale sandsynlighedsfordelinger

Som neevnt tidligere vil vi gerne kunne bestemme P(N = False), altsa besvare sporgs-
malet: Hvad er sandsynligheden for, at Niels ikke kommer for sent? Her er tale om en
sandsynlighed uden betingelser, og den involverer kun én af de stokastiske variable. Vi
soger med andre ord den marginale sandsynlighedsfordeling (pa engelsk Marginal Pro-
bability Distribution). Lesningen er at summere alle de simultane sandsynligheder, som
opfylder N = False.

(60) P(N =False) = Y. P(C,A,N = False,M,0)

C,4,M,0
hvor der summeres over alle kombinationer af vaerdier af de stokastiske variable C, A, M,
og O. Hver variabel kan antage de to verdier False og True. Der er altsa i alt 16 forskellige
sandsynligheder at summere over. For at vere lidt mere "gkonomisk" valger vi at udreg-
ne hele den marginale fordeling for N pa én gang:

(61) P(N) = . P(C.A,N,M.0)

C,A,M,0
Man kan si bare erstatte N med N = False eller N = True. Vi skal anvende kedereglen
pa (61) og derefter foretage reduktioner, sa vi ender op med et udtryk for den marginale
sandsynlighed, hvori der kun indgér sandsynligheder fra knudepunktstabellerne.
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P(N)

(62)

Y. P(C,A,N,M,0)

C,A,.M,0

> P(C

C,A.M,0

> P(C

C,A,M,0

A,N,M,0)-P(A|N,M,0)-P(N|M,0)- P(M|0)- P(O)

A,N)-P(A|M)-P(N|M,0)- P(M)-P(O)

)

Y P(N|M,0)-P(M)- P(O)- (ZP(AW) : (ZP(C
M ,0 A C

> P(N|M,0)-P(M)- P(O)- (ZP(A|M))

M.,0 A

Y. P(N|M,0)-P(M)- P(O)
M.,0

hvor vi har benyttet folgende:

1. lighedstegn:
2. lighedstegn:

3. lighedstegn:
4. lighedstegn:

5. lighedstegn:

6. lighedstegn:

De simultane sandsynligheder summeres over alle variable, bortset fra
den, vi ensker den marginale sandsynlighed for, her V.

Kadereglen i satning 55 er benyttet.

Betingede uathengigheder i det Bayesianske netvark er benyttet.

Der er (indirekte) fire summationstegn, nemlig én for hver variabel.
Mange af de indgdende sandsynligheder athaenger ikke af C og 4, sd de
er sat udenfor summationstegnene for C og A. Dette trin kraever lidt
snilde.

Vi udnytter, at den inderste summation med C er lig med 1 ifolge sat-
ning 29 side 17.

Igen bruges se@tning 29.

For at bestemme sandsynligheden for at Niels ikke kommer for sent pa arbejde, indsetter
vi N = False pa N's pladsi (62):

P(N = False) = Y P(N = False|M,0)-P(M)-P(O) =
M,0

P(N = False|M = False,O = False)- P(M = False)- P(O = False)

+

+

(63)

+

P(N = False|M = False,O = True)- P(M = False)- P(O = True)
P(N = False|M =True,O = False)- P(M = True) - P(O = False)
P(N = False|M =True,O = True)- P(M = True)- P(O = True)

0,90-0,95-0,85 + 0,50-0,95-0,15 + 0,30-0,05-0,85 + 0,10-0,05-0,15
0,8115

Sandsynligheden for, at Niels ikke kommer for sent til arbejde — dvs. kommer til tiden —
er altsa 81,15%. Den meget opmerksomme laeser vil bemarke, at der egentligt bare er
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tale om det vejede gennemsnit af sandsynligheder 1 knudepunktstabellen for N. Vagtene
er sandsynlighederne P(M,0)= P(M |0) -P(O)=P(M)- P(O) . Generelt ber man dog
vaere varsom med at tage genveje i et netvaerk. Den sikre vej er altid at foretage summation
over alle de relevante simultane sandsynligheder, som vi har gjort ovenfor.

Bemaerkning 64

For at udregne P(N = True) kunne vi have foretaget en summation a la (63), men da N
kun kan antage de to vaerdier False og True, kan vi lige sd godt bruge se@tning 9d):

(64) P(N =True) = 1- P(N = False) = 1-0,8115 = 0,1885

Opdatering af marginale sandsynligheder nar evidens er givet

En af de store pointer ved at anvende Bayesianske netverk er, at man kan tilfegje ny viden
(information, evidens) til det og iagttage, hvilken virkning det har pa de marginale sand-
synligheder. Som et eksempel vil vi antage, at vi har indhentet information om, at Anna
er kommet for sent pa arbejde. Hvad er nu den opdaterede sandsynlighed for, at Niels
ogsa er kommet for sent pa arbejde? Vi eftersporger med andre ord den betingede sand-
synlighed P(N =T rue|A = True) . Som tidligere gor vi det en smule mere generelt ved at
udregne P(N |A = True), idet N da kan udskiftes med N = True eller N = False.

(65)
P(N|A:True)
_ P(NNA=True)
P(A=True)

-1 S PC.A=True.N.M.0)

P(A=True) 570
- > P(C|4=True,N,M,0)- P(A=True|N,M,0)- P(N|M,0)- P(M|0)- P(O)

P(A=True) 70

1

- M’C%;OP(CM:T’”W,N)‘P(A: True|M)-P(N|M,0)-P(M).p(o)

1
= —P(A ~ Tre) .%[P(A = True|M) . P(N|M,O) . P(M)'P(O)'[;P(CM — Tl’ue,N)J]

1
B m'%P(A:True|M)'P(N|M,O)-P(M).p(o)

hvor vi har benyttet folgende:

1. lighedstegn:  Definition 12 er benyttet.

2. lighedstegn:  Sandsynligheden P(N M A = True) bestemmes ved at addere alle de si-
multane sandsynligheder, der opfylder N og A = True . Da N underfor-
stds kendt, skal der altsd summeres over alle mulige kombinationer af
vaerdierne af C, M og O.
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3. lighedstegn: Kadereglen i s@tning 55 er benyttet.

4. lighedstegn:  Betingede uaftha@ngigheder 1 det Bayesianske netvark er benyttet.

5. lighedstegn: Vi satter de storrelser uden for C-summationstegnet, som ikke athaen-
ger af C.

6. lighedstegn: Vi udnytter, at den inderste summation med C er lig med 1 ifolge sat-
ning 29 side 17.

Vi er nu rede til at beregne den opdaterede marginale sandsynlighed for N = True, givet
informationen 4 = True. Vi indsatter N = True pa N's plads i det sidste udtryk i (65):

(66)

P(N = True|A = True)

_ m . %P(A = True|M)- P(N = True|M,0)- P(M)- P(O)

S
P(A="True)

P(A= True|M = False)- P(N = True|M = False,O = False)- P(M = False)- P(O = False)

+ P(4= True|M = False)- P(N = True|M = False,O = True)- P(M = False)- P(O = True)
+ P(4= True|M =True)- P(N = True|M = True,O = False)- P(M = True)- P(O = False)

+ P(A=True|M=True)'P(N=True|M:True,O:True)-P(M:True)-P(O=True)

]

1
= @ . [
0,05-0,10-0,95-0,85
+ 0,05-0,50-0,95-0,15
+ 0,85-0,70-0,05-0,85

+ 0,85-0,90-0,05-0,15

]
= 0,429

hvor de forskellige betingede sandsynligheder aflaeses i knudepunktstabellerne. Den mar-
ginale sandsynlighed P(A4 = True) = 0,09 antages udregnet efter samme principper, som
vi udregnede den marginale sandsynlighed P(N = False) 1(62) og (63) — se evt. opgave
11.1. Vi konkluderer, at der er 42,9% sandsynlighed for at Niels er kommet for sent pa
arbejde, hvis man fér oplyst, at Anna er kommet for sent. Oplysningen om at Anna er
kommet for sent, har med andre ord oget sandsynligheden for at Niels ogsa er kommet
for sent fra 18,9% til 42,9%. Det skyldes naturligvis, at det med informationen er blevet
mere sandsynligt, at Metroen er defekt!
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12. Computerprogrammet AgenaRisk

I afsnit 11 sa vi, at det kan blive meget teknisk at foretage beregninger i1 et Bayesiansk
netvaerk. Og sd var vores netvaerk endda lille! Heldigvis har dygtige folk lavet compu-
terprogrammer, som udregner sandsynlighederne for os. Et af disse computerprogrammer
er AgenaRisk. En reduceret udgave af det kommercielle program er gratis og kan down-
loades fra firmaets hjemmeside www.agenarisk.com.

Programmet er meget brugervenligt. Der medfol-

ger tutorials, s& man hurtigt kan satte sig ind i det a & e n q

mest grundlaeggende. Kort fortalt kan man blandt b R I S K
andet tegne knuder, navngive dem og forbinde

knuder med kanter, som vist péd figur 1 nedenfor,
hvor vi tager udgangspunkt i BN-eksemplet fra AgenaRisk 6.2
afsnit 11. P& figur 2 er en knudepunktstabel for ST

knuden N udfyldt. P4 figur 3 er det vist, hvordan
man alternativt til knuderne med navne pa, kan fa

Free

Some restrictions on functionality.

vist de marginale sandsynlighedsfordelinger for
de stokastiske variable 1 hvert knudepunkt, her- Professional licenses available from www.AgenaRisk.com

under dem, som vi brugte megen energi pa at ud- Copyright Agena Ltd. 2002-2015

regne manuelt i afsnit 11.

Figur 1

B AgenaRisk Free Professional licenses available from www.Agen...l =l (S lﬂ
File Tools Scenarios Risk Table Risk Map Risk Graphs Calculate Help

"ol [Dialog | [Regular e YlXemTYRPEE® @
Risk Scenarios .
| RiskMap  RiskTable |
% —
~ i Met K
S o somont ) (swapaatrum

Niels kommer for
sent til arbejde (N)

Anna kommer for
sent til arbejde (A)

1]

Chefen giver Niels
en reprimande (C)

-

genaRisk Free Professional licenses available from www.AgenaRisk.com models has been saved to: D:\EV\...
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Figur 2
B Niels kommer for sent til arbejde (N) u
“  Node Probability Table
NPT Editing Mode .............
Node Details
@ Niels sover over sig (0) False True
Metroen koerer ikke paa grund af defekt (M) False True False True
Node States =| |[False 0.9 0.3 0.5 0.1
True 0.1 0.7 0.5 0.9
2
Node Probabilty
Notes
Node Constants
Appearance i
[ amoy ][ ok ]
Figur 3
B AgenaRisk Free Professional licenses available from www.Agen...@@u
File Tools Scenarios Risk Table Risk Map Risk Graphs Calculate Help
Db >0 BRI[Ss- @M oaB ¥ ([ D
~ [l [Dialog v/ Regular Yo v¥xeamer TRBELE E ®(
Scenarios Rn
| RiskMap  RiskTable |
[— pr— N
A
7] k‘ (]|
> Niels sover over sig Metroen koerer ikke A
Q (7))
T A False 85% False 95% .
= m True 4/ 15% True 5%
\ Niels kommer for Anna kommer for
. False 81.15% False 91% =
' True {/18.85% True 9%
z \
Chefen giver Niels
False 94.639%
True 45.361%
genaRisk Free Professional licenses available from www.AgenaRisk.com models has been saved to: D:\EV\...
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Figur 4

B AgenaRisk Free Professional licenses available from www.Agen...@@lé
File Tools Scenarios Risk Table Risk Map Risk Graphs Calculate Help

DB 20 BRAIS s ERE[W oaQ|F([]D

6l [Dialog v [Regular e VX emer YRR E E ®(
Risk Scenarios (®)
| Risk Map Risk Table [
e A
lg B
= Niels sover over sig Metroen koerer ikke
= False :| 85% False D 52.778%
A True ] 15% True [] 47.222%
l Niels kommer for Anna ko%mer for
« False { |57.083% Falsg L
o True | |42917% Trus {0 100%
Chefen giver Niels
False :| 57.083%
True :| 42.917%

Calculation time: 0.132 seconds.  Max memory available (Mb): 910 Max memory used (Mb): 129

Pé figur 4 ovenfor har vi hejreklikket pa knuden 4 og valgt Enter Observation > Scenario
1 > True. Hermed har vi tilfejet informationen A = True til netvaerket. De marginale
sandsandsynligheder for samtlige knudepunkter bliver gjeblikkeligt opdateret med denne
information! Vi ser, at P(N =T rue|A = True) , sa vi regnede altsa rigtigt, da vii afsnit 11
fik sandsynligheden til 42,9%. Den opdaterede marginale sandsynlighed for 4 er da ogsa
sat til 100% for True! P& denne made kan man lynhurtigt afpreve ting i netvarket: hvilken

betydning har den og den information for de enkelte sandsynligheder?
o

Det simpleste Bayesianske netvark man kan forestille sig er et, hvor der kun er to knuder
med en kant imellem. Tilfgjer man evidens til datterknuden, svarer det til at benytte
Bayes' formel. Lad os kigge pa tilfeldet med test for sygdom fra eksempel 32 side 20.
Roden i netveerket er S : "Personen har sygdommen", og den har en kant rettet mod 7 :
"Testen viser positiv". Det er den kausale rekkefolge. A priori sandsynligheden for at
personen har sygdommen er 1/1000 = 0,001, svarende til, at man endnu ikke har faet
oplyst testresultatet. A priori sandsynligheden for ikke at have sygdommen er derfor
0,999. Disse to sandsynligheder for henholdsvis True og False til spergsmalet om perso-
nen har sygdommen udger knudepunktstabellen for knuden S. I knuden 7 har vi de be-
tingede sandsynligheder. Verdierne heri er betinget af, om personen har sygdommen eller
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ej. Vi kender sandsynlighederne for falsk-positiv (2%) og falsk-negativ (5%). Alt 1 alt
giver det anledning til nedenstdende knudepunktstabeller.

Personen har sygdommen

Personen har False 0.999
sygdommen (S)

True 0.001

Testen viser positiv

Testen viser Personen har sygdommen | False | True

positiv (T) False 0.98 | 0.05
True 0.02 0.95

I AgenaRisk konstrueres ovenstdende BN, og verdierne i knudepunktstabellerne indtas-
tes. Det giver folgende marginale sandsynligheder:

B AgenaRisk Free Professional licenses available from ww... li]@lé
File Tools Scenarios Risk Table Risk Map Risk Graphs Calculate Help
DR 20 BRISs-BREF[W o@D ¥([]
"ol [Dialog v |[Regular Ve v¥xe=wmeTRELE Y
Risk Scenarios a
| Risk Map Risk Table }
- K
15 Personen har —
C_/\ False-] 99.9%
Af*’ True A
e !
\ Testen viser
= False {]97.907%
! True {2.093%
Cr
Calc;ulation time: 0.102 seconds.  Max memory available (Mb): 910 Max memory used (Mb): 181

Hvis man ikke ved noget, er sandsynligheden for et positivt testresultat altsa 2,093%.
Tallet dekker bdde over de rigtigt syge og de falske-positive. Man kunne nu finde p4 at
tilfoje den evidens, at testen viste positiv for at se, hvilken indvirkning det har pa de mar-
ginale sandsynligheder for knuden S. Vi hgjreklikker derfor pa knuden 7 og valger Enter
Observation > Scenario 1 > True. Derved @&ndres de marginale sandsynligheder for
knuden T naturligvis til 0% for False og 100% for True. Men det interessante er, at den
opdaterede marginale sandsynlighed for at knuden S er True er lig med 4,5%. Dette kan
oversattes til P(S =7 rue|T = True) = 0,045, nojagtigt som vi fik i eksempel 32!
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r n|
B AgenaRisk Free Professional licenses available from ww... @‘é
g
File Tools Scenarios Risk Table Risk Map Risk Graphs Calculate Help
D 2k BRI[Ss-ldueE@W oaB| ¥([]
b [Dialog v ) [Regular e Yf¥xemeTRRA Y
Risk Scenarios (@]
Risk Map Risk Table }
e ﬂi\i
45 Personen har b
Q False { | 95.461%
‘1: True {4.539%
(& I
{ Testen viser
am False 4
i True{ [100%
ﬂ?: L Scenario 1 : True
[Age;aRisk Free Professional licenses available from www.AgenaRisk.com Model is op-en.

O

AgenaRisk er 1 ovrigt ikke begrenset til kun at arbejde med diskrete fordelinger for de
indgaende stokastiske variable: man kan ogsa have variable, som for eksempel er normal-
fordelte!

13. Bayesianske netveerk historisk set

I begyndelsen af 1980'erne introducerede Judea Pearl, forsker i computer science og sta-
tistik fra University of California, Los Angeles, Bayesianske netvaerk med det formal at
kunne repraesentere sandsynligheder for tro eller overbevisning (Beliefs) lokalt 1 netveer-
ket, s& det tilsammen udger et logisk sammenhangende hele. I starten handlede det dog
kun om treeer og polytreeer, som er specialtilfaelde af de nuvarende bayesianske netvark.
Pearl udviklede forst alene og senere sammen med en anden forsker algoritmer til at
"sende meddelelser" igennem netvarket (belief propagation). Pearl arbejdede videre med
at lede efter algoritmer, som fungerer pad mere generelle netveerk. Hans banebrydende
arbejde blev 1 ovrigt 1 2011 belennet med den prestigefyldte A. M. Turing Award "For
fundamental contributions to artificial intelligence through the development of a calculus

for probabilistic and causal reasoning".

Det naste store skridt fremad blev faktisk da danskeren Steffen L. Lauritzen, dengang
ansat pa Aalborg Universitet, sammen med engleenderen David John Spiegelhalter i 1988
beskrev en ny algoritme i artiklen "Local Computations with Probabilities on Graphical
Structures and Their Application to Expert Systems" (se [19]). Artiklens jointree algorit-
me, som fungerer for sakaldte multiply-connected structures, har stadig praktisk betyd-
ning den dag i dag. Men jagten pé andre algoritmer fortsatte. I 1994 fremkom Zhang og
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Poole og siden Dechter i 1996 med den sdkaldte variable elimination algoritme. Siden
har en lengere rekke af matematikere/statistikere forsegt at gere variabel elimination
mere effektiv. Den lokale struktur i de bayesianske netvaerk kan afslere uathaengighed,
som igen betyder at udregningerne kan speedes op. Stig K. Andersen og Finn V. Jensen
fra Aalborg Universitet, leverede ogsa bidrag i denne sammenhang.

14. Anvendelser af Bayesianske netvark

I den banebrydende artikel [19] af Lauritzen og Spiegelhalter naevnt pa forrige side,
diskuteres et fiktivt eksempel med diagnosticering af sygdomme. Det pdgaeldende BN,
som kaldes "Asia", ser saledes ud:

Har vaeret i

Erryger?
Asien? 9

Tuberkulose eller

lungekraeft?

Rentgen- Har
undersegelsen vejrtraeknings-
viser positiv? besvaer?

Eksemplet inklusiv knudepunktstabeller kan findes i en mappe, som downloades med den
gratis udgave af AgenaRisk. Eksemplet fas frem ved indefra programmet at vaelge menu-
en File > Open Example Model.... I mappen "Book models", som indeholder eksempler-
ne fra Norman Fenton og Martin Neils bog [1], er filen Asia.ast. Denne fil abnes, hvor-
efter man kan foretage eksperimenter med det, dvs. tilfeje evidens til bestemte knuder.

Diagnosticering af sygdomme er med andre ord et af de mange anvendelsesomréader for
Bayesianske netverk. Generelt er det ofte meget kompliceret at stille diagnoser i laege-
verdenen, eftersom symptomer kan vare vage eller forskellige hos patienter. Selv om
man ikke skal forvente, at der er tale om et mirakel-varktej, sa kan Bayesianske netvark
vaere med til at forbedre diagnosticeringen.



82 © Erik Vestergaard — www.matematiksider.dk

11989 dannede en gruppe af forskere fra Aalborg Universitet firmaet HUGIN Expert A/S,
opkaldt efter den ene af to ravne, som i den nordiske mytologi satte sig pd Odins skulder
for at bringe nyt fra verden. Et andet firma, som er kommet til siden, er det britiske firma
AgenaRisk, ledet af Norman Fenton og Martin Neil. Figuren nedenfor giver en indikation
af de omrader, hvor BN finder anvendelse.
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15. Weight-of-evidence formlen

Lad os tage et gensyn med anvendelsen af Bayes' formel i retsvidenskab, idet vi denne
gang gdr lidt mere generelt og realistisk til vaerks. [ underafsnittet anklagerens fejlslutning
1 afsnit 6 udregnede vi sandsynligheden for, at den tiltalte er skyldig, givet evidensen E,
som bestod 1, at tiltaltes blodtype matcher blodtypen af blodet pa gerningsstedet. Dengang
antog vi for simpelheds skyld, at alle mistankte har samme sandsynlighed for at vaere den
skyldige, nar vi ser bort fra blodsporet. Det vil jo 1 praksis aldrig veere tilfeeldet. En person
1 kerestol eller en gammel mand pa 90 ar vil have en lille sandsynlighed for at vere ger-
ningsmanden sammenlignet med en rask person, der er i sin bedste alder og bor taet pa
offeret, for ikke at tale om personer, der er i familie med offeret. Det er sdidanne forhold,
der tages hensyn til 1 den sékaldte Weight-of-evidence formel, som kan findes i bogen
[18]. Det vi nemlig undlod at tage hensyn til i afsnit 6 var baggrunds-evidens, der invol-
verer storrelser som alder, kon, fysisk tilstand, afstand til gerningsstedet, familierelation
til offeret, etc. Ja man kan endda velge at lade andre beviser g& ind under baggrunds-
evidens — for hver enkelt person i gruppen af mistenkte. Det kan for eksempel vere, at
personen er blevet set i naerheden af gerningsstedet, at personen har en skade, som mu-
ligvis kan henfores til en kamp, etc. I det folgende betragter vi folgende handelser:

G : Tiltalte er skyldig E: Ny evidens i sagen
I : Tiltalte er uskyldig E, : Baggrunds-evidensen
G, : Xer skyldig, hvor X ikke er tiltalte.

Ifolge Appendiks A er Fy(.)=P(. |Ebag
mel kan ogsa bruges pa den. Sandsynligheden for skyld, givet evidensen E er dermed
ifolge Bayes' formel (11) side 17:

) ogsé en sandsynlighedsfunktion, s& Bayes' for-

R(E|G)- B(G)
B(E|G)-B(G) + R(E|G)-R(G)
R(E|G)- B(G)
B(E[G)-B(G) + R(E[D-B ()

R (G|E) =
(67)

Divideres med F,(E |G) -Fy(G) 1teller og nevner fis:

1
R(E|I) R()
R(E|G) R (G)

(68) R(G|E) =

Formlen (68) er interessant nok i sig selv, idet man kan tolke den forste brek i naevneren
som Bayes-faktoren for uskyld givet baggrundsviden og den anden breok i na&vneren som
apriori odds for uskyld givet baggrundsviden. Vi skal dog omskrive produktet af tellerne
i de to breker. Lad P vaere mangden af alle de personer fra populationen pd neer tiltalte,
som kan tenkes at vaere skyldige. For X € P lader vi G, vare hendelsen at X er skyldig.
Hendelsen / om at tiltalte er uskyldig er derfor foreningsmaengden af alle haendelserne
Gy, X €P, idet vi antager, at der kun er én skyldig. Vi kan hermed omskrive udtrykket
Py(E|1)- By(I) i (68):
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(69)  R(E|D-BU) = R(ENI) = D, R(ENGy) = Y B(E|Gy)-B(Gy)

XeP XeP
hvor satning 14 ogsa er benyttet. Nar dette udtryk indsattes i (68) fis umiddelbart:
1

1+ Y R(E|Gy) P(Gy)
i\ R(EIG) RO

(70) R(G|E) =

Udnytter vi betydningen af £, far vi:

1

ag 1 + Z P(E|GX’ bag) P(GX| bag
P(E|G,E, P(G|E,,,)

(71) P(G|E,E,

XeP ag

Det giver anledning til felgende s@tning:

Seetning 65 (Weight-of-evidence)

Lad E veere evidens i en retssag, og lad E,,, vere baggrundsviden i retssagen. Hvis
G repraesenterer haendelsen at tiltalte er skyldig, og G, reprasenterer hendelsen at X
er skyldig, da gaelder:

(72) P(G|E,E,

1
) 1+ > wy Ry

XeP
hvor der i summen summeres over alle de potentielt mulige gerningsmand udover
tiltalte og hvor

L PGyE bag _ P GX,Ebag)
Y P(G|E,,) Y P(E|G,E,

ag

Sterrelsen R, er forholdet mellem sandsynligheden for at se den aktuelle evidens E, givet
at X er den skyldige, i forhold til sandsynligheden for at se den aktuelle evidens, givet at
den tiltalte Q er skyldig — begge med baggrundsviden taget 1 betragtning. Det ar altsé en
Likelihood Ratio (LR). Sterrelsen w, er en slags veegt. Den angiver forholdet mellem
sandsynligheden for, at X er den skyldige og sandsynligheden for, at den tiltalte Q er den
skyldige — begge vurderet udelukkende ud fra baggrundsviden. Uden baggrundsviden ma
man s@tte w, til 1.

Ifolge kilden [18] side 24, vil der 1 tilfeldet med DNA evidens typisk vare nogle i grup-
per, indenfor hvilke de enkelte personer har omtrentligt den samme beslegtethed med
den tiltalte Q. Populationen P af alternative skyldige kan for eksempel inddeles séledes:

e Enaggede tvillinger til den skyldige Q

e Seskende, inkluderende alm. tvillinger til Q

e Foraldre og atkom af O

¢ Familiemedlemmer sdsom onkler, niecer, bedsteforaldre og halvsegskende til O
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e Kusiner til O

o Ikke slegtninge — samme population, samme subpopulation i. f. t. Q

e Ikke slegtninge — samme population, forskellig subpopulation i. f. t. Q
o Ikke slegtninge — forskellig population i. f. t. Q

Repraesenterer £ anden evidens end DNA evidens, kan man ofte danne nogle andre grup-
peringer, indenfor hvilke man kan behandle de potentielt mistaenkte under ét. Lad os se
pa et par eksempler.

Eksempel 66

I dette fiktive eksempel forestiller vi os, at der er begéet en forbrydelse et sted, og at der
pa gerningsstedet er fundet noget DNA-materiale, som man gér ud fra stammer fra ger-
ningsmanden. En person med matchende DNA-profil er anholdt og anklaget for forbry-
delsen. Match-sandsynligheden er 1/90 mio. Tiltalte har imidlertid to bredre, som dog
ikke er blevet DNA testet. Som bekendt har seskende DNA-profiler, som ligner hinanden
en del. I dette tilfeelde har man udregnet en betinget match-sandsynlighed pa 1/280 for, at
en broder har samme DNA-profil, som den tiltalte. Som baggrundsviden ved man, at et
gjenvidne har set broder A 1 n@rheden af gerningsstedet pa tidspunktet for forbrydelsen,
mens dette ikke er tilfeldet for hverken tiltalte eller broder B. Derfor satter vi vagten
wy til 2 for broder A og til 1 for broder B. Foruden tiltalte samt bredrene A og B vurderer
man, at antallet af potentielle gerningsmand fra omradet er 100000, alle med vegt w,
lig med 1. Det giver ifolge weight-of-evidens formlen felgende sandsynlighed for, at til-
talte er skyldig:

1
P(G|E,E, ) = = 0,988 = 98,8%
(G1BBr) = T+ 2+ 100000 1 ’

280 280 90000000

idet E stér for den evidens, at DNA-profilen er fundet pa gerningsstedet er D, samt at
tiltalte ogsa har DNA-profil D. Havde tiltalte ikke haft nogle bredre, ville sandsynlighe-

den have veret folgende:

P(G|E,E,,,) = 1 = 0,999 = 99,9%

1 + 100000 - 55555550

Bemearkning 67

I eksempel 66 benyttede vi uden videre, at den betingede match-sandsynlighed for at en
broder har DNA-profilen D, givet at tiltalte har DNA-profilen D, er den samme som
Likelihood Ratio R, fra s@tning 65. Det vil vi redegere for her. David J. Balding omtaler
deti[18] side 83. Som na@vnt ovenfor er evidensen £, at man pa gerningsstedet har fundet
en prove med DNA-profilen D, og at tiltalte Q ogsa har denne DNA-profil. Det skrives
kort CSP =D NG, =D, hvor CSP stér for Crime Scene DNA-Profile og G, stér for ge-
notypen for den tiltalte Q. I vores tilfelde er Likelihood Ratio altsé givet ved folgende
udtryk:
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P(CSP=D,G, =D|Gy.E,,)
P(CSP=D.G, = D|Gy. Ey,,)

(73) Ry =

hvor G, og G, star for, at henholdsvis O og X er skyldig. Lad os forste se pa telleren:
Under Gy er CSP=DnNG, =D &kvivalent med Gy =DNG, =D. Hvis X er skyldig,
og der pa gerningsstedet er fundet DNA-profilen D, s& mé det nemlig betyde, at X har
genotype D (vi ser bort fra mulighed for fejl 1 bestemmelsen af DNA-profil og lignende).
Vi har dermed

P(CSP=D.Gy = D|Gy.Ey,) = P(Gy =D.Gy =D|Gy.E,,)

(74)
P(Gy =D.G, =D|E,,,)

Sidste lighedstegn fés, idet vi med rimelighed kan antage, at viden om, at en person har
begéet forbrydelsen, ikke andrer pa sandsynligheden for, at personer har en bestemt
DNA-profil. Vi kan bruge lignende argumenter, nér vi skal omskrive nevneren i (73):
Hvis Q er skyldig, og der pd gerningsstedet er fundet DNA-profilen D, s ma Q have
genotype D. Derfor har vi:

(75 P(CSP=D,G,=D|G,.E,,,) = P(y=D|Gy.Ey,) = PGy =D|E,,)
Udtrykket (73) bliver herefter til

P(gX D gQ D‘Ebag)
P(gQ D‘ bag

(76) Ry = = P(Gy =D|G, = D,E,,,)

hvor vi 1 sidste lighedstegn har benyttet definitionen pé betinget sandsynlighed. Vi har
dermed vist det enskede, altsd at G, er det samme som den betingede match-sandsyn-
lighed. Det skal tilfojes, at baggrundsviden £, , sésom gjenvidne beretninger og alibier,
typisk er irrelevant i forhold til DNA-profil match sandsynligheder. Derimod kan bag-
grundsviden, sasom viden om X er i familie med Q eller anden relevant information om

populationsgenetisk, vere vigtig.

Eksempel 68 (O-problemet)

Vi forestiller os nu en meget simpel anvendelse af setning 65, nemlig hvor N +1 personer
er ankommet til en ode ¢ og er isoleret der. Efter et stykke tid opdager man, at der er
begéet en forbrydelse. DNA-profilen D er fundet pa gerningsstedet. Vi antager, at alle i
begyndelsen er under mistanke med lige sandsynlighed. Det opdages, at en person Q har
DNA-profilen D, hvorfor denne er under serlig mistanke. Man kender ikke DNA-profilen
hos de ovrige eboere. Man ved, at i den population, gboerne kommer fra, forekommer
DNA-profilen D med sandsynlighed p. Spergsmaélet er, hvad sandsynligheden er for, at
O er den skyldige?



© Erik Vestergaard — www.matematiksider.dk 87

Losning: Vi ved med sikkerhed, at der er mindst én person med DNA-profil D. Méske er
O identisk med gerningsmanden, maske ikke. Hvis det sidste ikke er tilfeldet, er der
mindst to med DNA-profil D.

Evidensen i sagen er CSP =D NG, =D, altsd at DNA-profilen D er fundet pa gernings-
stedet, samt at den hovedmisteenkte O har samme DNA-profil. Baggrundsviden E,,, be-
star 1, at alle er pd een og nogle andre ubetydelige informationer. Sandsynligheden for, at
den hovedmistenkte O er skyldig givet evidensen E samt baggrundsevidensen E,,,, , er
dermed ifelge satning 65:

1 1 1
L+ > wyRe 1+Y1p 1+N-p

XeP XeP

(77) P(G|E,E,,,) =

2. lighedstegn: Veagtene er alle lig med 1, eftersom baggrundsviden alene ikke betyder,
at den ene eboer er en mere sandsynlig skyldig end den anden. Hvad angar Likelihood
Ratio R, , kan vi med fordel anvende omskrivningen (76): Da X ikke er 1 familie med Q,
og baggrundsevidensen ikke har nogen indvirkning pd DNA-profilen, haves

(78) Ry = P(Gy =D|Gy=D.E,,) = PGy =D) = p

3. lighedstegn fés idet summen indeholder N led svarende til, at der er NV gboere udover
den hovedmistenkte Q.
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Ligesom det gores 1 [18], kan vi illustrere situationen for tilfaeldet, hvor der er 100 eboere
udover den hovedmistankte, og hvor DNA-profilen D forekommer i 1 ud af 100 indbyg-
gere i den population, som gboerne normalt herer til. Da fas en sandsynlighed pa 1/2 for,
at den hovedmistankte er skyldig:

S DS T |
1+N-p 141007 1+41 2

100

(79) P(G|E,E,,) =

Med et haendelsestra vil det gennemsnitligt se saledes ud:

1 skyldig
DNA match

1 skyldig

0 skyldige
Ej DNA match

101 gboere

1 uskyldig
DNA match

99 uskyldige
Ej DNA match

Vi ser, at der er to personer med DNA match, hvoraf den ene er skyldig. Derfor er sand-
synligheden for, at den hovedmistankte er uskyldig, lig med 50%. Det kan dog ikke kraf-
tigt nok fremheves, at dette er gennemsnitligt. Der kan 1 principper godt vare for eksem-
pel fem personer med DNA match! Denne simple opgave kunne i princippet ogsa bare
vaere lost direkte med Bayes' formel a la (20) i afsnit 6.

Bemearkning 69

Hvis der er flere evidenser E|, E,, ..., E, ispil, sd kan man valge at behandle dem én ad
gangen. Efter at have taget hgjde for forste evidens, bliver E, en del af baggrundseviden-
sen. Derefter kan man tage hejde for E,, etc. Som ogsd nevnt 1 bemarkning 56, er det
smukke ved Bayes' formel, at den er coherent: Det er ligegyldig hvilken reekkefolge evi-
denserne behandles i, eller endda om de behandles under ét: det vil altid give det samme
slutresultat!
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A. Betingede sandsynligheder er ogsa sandsynligheder

I dette appendiks vil vi steppe et niveau op 1 abstraktion i forhold til det meste af det
gvrige stof i denne note. Appendikset er ikke strengt nedvendigt, men kan hjalpe de lae-
sere, som kan fglge argumenterne, til en dybere forstaelse. Samtidig vil det spare en masse
beviser for s@tninger om betingede sandsynligheder.

Lad E vare en hendelse, der ikke har sandsynlighed 0, dvs. P(E)# 0. Vi vil vise, at den
betingede sandsynlighedsfunktion P, () = P('|E ) ligeledes er en sandsynlighedsfunktion.
Punktummet er en sakaldt dummy, hvor man kan indsatte relevante storrelser. Da P selv
er en sandsynlighedsfunktion, tilfredsstiller den automatisk alle de fire punkter a)-d) i
definition 1 side 5. Vi skal vise, at den nye funktion P, ogsa ger det. Det er hensigts-
messigt forst at precisere, hvordan funktionen P, er defineret pd bade elementer u i

udfaldsrummet U, og pé delmeengder 4 af U :

P.(v) = Pul|E),uelU
(AD) (1) = P({u}|E)

P (4) = P(A|E), AcU

Bemerk at vi er nedt til at placere maengdeklammer rundt om elementet u, da betinget
sandsynlighed kun er defineret for mangder.

a) Deter klart at 0< P.(u)<1 for alle u €U, fordi alle betingede sandsynligheder jo
ligger mellem 0 og 1.

_ _ v PUnE) 1
b) %PE(M) = %P({M}IE) = Z(]J PE - PO L%:/P({u}mE)
1 1
IZGR R R
- _ v PUynE) 1
¢) ;PE(M) = ;P({uﬂE) = ZA PE - @ ;P({u}mE)
1 1
= @-u;ﬂp(m = ﬁ-P(AmE) = P(A|E) = Py(4)

P@NE)y PW@) 0
P(E)  P(E) P(E)

d) P.(D) = P(Q|E) =

At P, tilfredsstiller de fire betingelser betyder, at P, selv er en sandsynlighedsfunktion
pa U. Alle satninger, sdsom satning 9, som er udledt pa baggrund af de fire aksiomer for
en sandsynlighedsfunktion, holder dermed ogsd for P udskiftet med P.. Satning 9c)
bliver for eksempel til P,(A4°)=1— P;(A4), som nér betydningen af P, udnyttes, giver:

(A2) P(A°|E) = 1- P(A|E)

Vi kan altsa bare s@tte en betingelse £ pa alle sandsynlighederne i en given formel, s
galder den stadig! Lad os kigge pé, hvad der sker, nr man bruger metoden pd den simple



90 © Erik Vestergaard — www.matematiksider.dk

version af Bayes' formel 1 s@tning 26. For vi ger det, skal vi dog lige godtgere, at hvis
man i forvejen har en betinget sandsynlighed, s kan man bare satte den nye betingelse
ind som en ekstra betingelse:

PANBNE)
_ P(4nB) _ P(ANBE)  P(E)
K e X TS 7 T 1 TaY5)
(A3) P(E)
_ P(AN(BNE)) _ P(A|BAE) = P(A|B,E)
P(BNE)

Sidste lighedstegn angar blot notation, dvs. hvis vi har en betingelse, som er en felles-
mangde af flere delbetingelser, sa valger man ofte at skrive delbetingelserne med komma
imellem. Den simple version af Bayes' formel kommer til at se sdledes ud med en ekstra
betingelse £ indsat:

P(B

AE)-P(A|E)
P(B|E)

(A4) P(A4

B,E) =

Vi ser, at pointen i dette appendiks satter os i stand til at generere en rekke nye formler.
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Opgaver

Opgaverne er nummereret pad den made, at tallet foran punktummet angiver det afsnit,
opgaven herer til. Opgave 4.3 er saledes den tredje opgave herende til afsnit 4.

Opgave 2.1

Betragt folgende eksperiment: Der spilles
plat og krone, og der foretages tre kast med
en mont lige efter hinanden. Vi vedtager at
lade notationen (p,k,p) svare til det ud-
fald, hvor forste kast viste plat, andet kast
viste krone og tredje kast viste plat.

a) Opskriv alle de mulige udfald. Hvor mange elementer er der i udfaldsrummet?

b) Bestem sandsynlighederne for hvert udfald i udfaldsrummet. Hjeelp: Du kan gange
sandsynlighederne for hvert kast sammen, da udfaldene af de enkelte kast er uathan-
gige af hinanden.

c) Betragt folgende hendelse H: Der var mindst 2 plat. Angiv den delmangde, som
svarer til hendelsen H, og bestem sandsynligheden P(/') for haendelsen.

Opgave 2.2

Dette er en udvidelse af eksempel 8 i afsnit 2. Som udgangspunkt har vi det samme eks-
periment, som i eksempel 8, men den stokastiske variabel er en anden. En banker tilbyder
et spil, hvor spilleren sl&r med to terninger: en gron og en rad. Hvis der er en 1’er blandt
de to terninger, skal spilleren betale 4 kr. til bankeren. I alle andre tilfeelde vinder spilleren
det beleb i kroner, som svarer til forskellen mellem de to terningers visning. Hvis den ene
terning viser 5 og den anden 2, vinder spilleren altsd 5—2 =3 kroner.

X : Angiver det belgb, som spilleren vinder i ét enkelt spil.

a) Bestem sandsynlighedsfordelingen for X.

Hjeelp: Ligesom i eksempel 8 skal du finde alle de mulige vardier, altsd gevinster i
spillet. Du skal regne gevinsterne med fortegn, og da det er set fra spillerens syns-
punkt, er gevinsten positiv, hvis spilleren vinder noget, og negativ, hvis spilleren ta-
ber noget. For at bestemme de tilherende sandsynligheder P(X = x;), kan du evt.
for at fa overblik lave et "koordinatsystem", som i eksempel 8, blot med gevinsterne
anbragt i felterne fremfor summen af gjnene.
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Man kan indfere begrebet middelveerdien E(X) af en stokastisk variabel X. E'et stdr for
Expectation pé engelsk, altsa den forventede verdi af X. Ikke overraskende er den defi-
neret som det vejede gennemsnit af de mulige verdier x,, x,,..., x, for den stokastiske
variabel, veegtet med de tilherende sandsynligheder P(X =x;):

E(X) = ) x;-P(X =x,)
i=1
b) Benyt din sandsynlighedsfordeling fra a) til at vise, at E(X)=—+.

¢) Hvad forteller middelvardien her, sagt med ord? Hvorfor vil det ikke vaere fornuftigt
for spilleren i det lange lob at deltage i spillet?

Kommentar: Middelvardien betegnes undertiden ogséd med det graeeske bogstav . En an-
den storrelse, som man ogsé bruger, er variansen for X, og den er defineret ved:

Var(x) = 3(x -’ - P(X =x)
i=1

Tager man kvadratroden af dette tal, fas spredningen: o(X)=+/Var(X) . Spredningen i
et spil som dette, vil fortelle lidt om, hvor spredte gevinsterne er, altsd hvor chancebe-
tonet spillet er. I det meget kedelige tilfeelde, hvor et spil giver den samme gevinst uanset
udfald, vil spredningen veere 0.

Opgave 2.3
Vi betragter mangdeoperationerne fra side 9 samt Venn-diagrammer.

a) Tegn to overlappende delmangder 4 og B i et Venn-diagram. Skraver det omréde,
som svarer til mangden AU B“.

b) Foretag nogle mangdeoperationer pd delmangderne 4 og B, sé resultatet svarer til
det markerede omrade i Venn-diagrammet pé venstre delfigur.

4 0) 4

\
A A v

- J - J

¢) Samme spergsmaél for hejre delfigur.

Opgave 2.4

Lad 4, B og C vere vilkarlige delmengder af U. Vis folgende identiteter:
a) Au(BuC)=(4AuB)uC

b) AU(BNC)=(AUB)N(AuUC(C)

c) A°UB =(ANB)

d) A“NB =(AUB)*
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Hjeelp: Du kan enten valge at vise dem ved at tegne Venn-diagrammer, eller ved at argu-
mentere direkte pd elementer. Hvis du bruger Venn-diagrammer, sé tegn overlappende
delmaengder. Hvis du argumenterer pa element-niveau, tenk da sédledes: Vis, at hvis et
element u tilherer venstresiden, sd vil det ogsd tilhere hojresiden, og omvendt.

Opgave 2.5
Der slds med to terninger, en gron og en rod. Lad der vere givet folgende handelser:

A : Forskellen pa, hvad den grenne og den rede terning viser, er hgjest 1.
B : Den gronne terning viser mindst 5.

a) Bestem sandsynlighederne P(A4), P(B) samt P(ANB).

b) Prov at udtrykke hendelsen 4° med ord, og brug setning 9 til at bestemme sand-
synligheden for handelsen.

¢) Lav en liste bestdende af de udfald, som er i haendelsen (AU B)“.

Opgave 2.6
Bestem sandsynligheden for at f4 mindst en sekser ved 7 kast med en terning.

Hjeelp: Bruge komplementerhandelsen efter metoden fra eksempel 11.

Opgave 2.7

Der vides at vaere gevinst pa 10% af lodsedlerne i et stort lotteri. Thomas beslutter at kabe
tre lodsedler. Lad G, vare handelsen, at der er gevinst pé den k'te lodseddel. Thomas vil
gerne vide hvad sandsynligheden er for, at han far gevinst pd mindst en lodseddel og
sporger derfor sin matematiklerer.

a) Hvorfor er h&ndelserne i princippet ikke helt uathaengige? Hvorfor er det her allige-
vel rimeligt at antage, at de er det, nar man skal udregne en meget pracis (men ikke
helt rigtig) verdi for den sogte sandsynlighed? Udregn sandsynligheden.

b) Hvor mange lodsedler skal Thomas kebe, hvis han vil vere over 50% sikker pa at fa
gevinst pd mindst én lodseddel?

Hjeelp: Kig pa komplementare hendelser, ligesom i eksempel 11.

Opgave 3.1

Eksperiment: Der traekkes pa tilfeldig made ét kort fra et sat spillekort med 52 kort.
Betragt folgende hendelser:

A . Kortet er et billedkort
B : Kortet er en spar

a) Bestem folgende sandsynligheder: P(A), P(B), P(ANB) og P(AUB).
b) Er handelserne 4 og B uathengige?
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¢) Bestem P(A4°).Hvordan vil du sprogligt formulere heendelsen A4 ?
d) Gentag a) og b) for et spil kort, som foruden de 52 kort har tre jokere.

Opgave 3.2

Ralf skal pa en udflugt i en grotte i Sydeuropa. Antag at sandsynligheden for at blive bidt
af en flagermus i grotten i lgbet af dagen er 2%. Det oplyses, at 3% af flagermusene i
grotten har hundegalskab. Hvad er sandsynligheden for, at personen pa udflugten bliver
bidt af en flagermus med hundegalskab? Benyt sandsynlighedsregningens multiplika-
tionss@tning (setning 14) til at besvare spergsmalet, idet du ger dig klart, hvad du
indferer passende haendelser.

Opgave 3.3

Vis at hvis 4 og B er to uathengige handelser i et endeligt sandsynlighedsfelt, sé er de
komplementare hendelser 4° og B ogséd uathaengige.

Hjeelp: Du skal vise, at (2) i definition 15 geelder for de to meengder A° og B°. Regn pa
venstre siden og hejre siden og se, at det giver det samme, idet du undervejs flere gange
bruger saetning 9 for at komme tilbage til udtryk med 4 og B, som du ved noget om.
Undervejs far du brug for identiteten: A° N B =(4 U B) fra opgave 2.4.

Opgave 3.4

Der foretages 7 kast med en terning.
a) Hvad er sandsynligheden for at fA mindst 1 sekser.
b) Hvad er sandsynligheden for at fa precist 1 sekser?

Hjcelp: Eksperiment: 7 kast med en terning. Betragt for i=1,2,...,7 hendelserne 4;:
Den i'te terning viser 6 gjne.
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Opgave 3.5

Der trekkes et kort fra et kortspil. Hvad er sandsynligheden for, at kortet er en hjerter,
givet at det er en konge? Benyt definition 12 hertil. Giver det samme resultat, som din
intuition siger?

Opgave 4.1 (Beviser 1 simplere tilfelde)

Prov at gennemfore beviserne for setning 27 (loven om total sandsynlighed) samt beviset
for setning 28 (Bayes' formel) i tilfeldet, hvor klassedelingen kun bestér af to maengder,
nemlig en mangde 4 og (nedvendigvis) dens komplementere mangde A° . Det kan vaere
ganske nyttigt for at forsta det hele bedre. Skriv omhyggeligt op, idet du tegner maengder,
etc. ...

Opgave 4.2

Eleverne pa et lille gymnasium kan efter skoletid dyrke fitness meget billigt i et flot ud-
styret lokale pa skolens omrdde. Det vides at 35% af drengene pé skolen har taget imod
tilbuddet, mens tallet for pigernes vedkommende er 20%. Det oplyses, at 55% af eleverne
pa skolen er piger. Fitness lokalet bliver kun brugt af elever pa skolen. Hvad er sandsyn-
ligheden for at en tilfeldig udvalgt person i fitnesslokalet er en pige?

Hjeelp: Indfer haendelsen pige: Den udvalgte person er en pige, haendelsen dreng: Den
udvalgte person er en dreng samt haendelsen fitness: Den udvalgte person dyrker fitness.
Du sperges om P( pige| fitness) , men ved mere om P( ﬁtness| pige), etc. Bayes' formel
er oplagt til at "vende problemet pa hovedet".

Opgave 4.3

Af hensyn til bedre leverance-sikker-
hed gor en fabrik brug af tre underleve-
randerer af en bestemt komponent i
produktionen. Underleverander A4 le-
verer 60% af komponenterne, mens de
tilsvarende tal for underleverander B
og C er henholdsvis 15% og 25%. Er-
faringen har vist, at der hos underleve-
randererne 4, B og C er fejl i henholds-

vis 3%, 8% og 5% af de komponenter,
den pageldende leverander leverer.

a) Hvor stor en procentdel af de komponenter, fabrikken modtager, er der fejl i?

b) Der udtrekkes pa tilfeldig made en komponent fra en kasse med alle de komponen-
ter, fabrikken har modtaget. Komponenten viser sig at vere defekt. Hvad er sandsyn-
ligheden for, at komponenten er leveret fra underleverander B.
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Hjeelp: 1 delspergsmal a) skal du udregne den totale sandsynlighed, mens du 1 b) skal
benytte Bayes' formel. Indfer passende handelser.

Opgave 4.4

Du skal regne videre pa eksempel 32 med test for sygdom. Hvad er sandsynligheden for
ikke at have sygdommen, givet at testen er negativ?

Hjeelp: Benyt Bayes' formel til at udregne sandsynligheden P(S¢ |T Y.

Opgave 4.5 (ELISA test)

ELISA (Enzyme-linked immuno-
sorbent assay) er en test til identifi-
kation af bestemte proteiner ved at
udnytte antistoffers evne til at bin-
de specifikt til dem. Formélet her er
at undersege, om blodet fra en per-
son indeholder HIV. Testen er ikke
perfekt: Antag at testen (korrekt)
giver et positiv testresultat 1 99% af
de tilfaelde, hvor blodet indeholder
virusset, samt at testen (korrekt) gi-
ver et negativt testresultat 1 99,5% af de tilfaelde, hvor blodet ikke indeholder virusset.
Antag desuden at 1 ud af 10000 blodportioner indeholder HIV-virus.

a) Hvor mange procent af de donerede blodportioner vil teste positiv ved anvendelse af
ELISA-testen?

b) Hvor stor en del af de blodprever, som giver et negativt resultat med ELISA-testen,
er inficeret med HIV-virus?

¢) Hvor stor en del af de blodprever, som giver et positivt resultat ved testen, er rent
faktisk inficerede med HIV-virus?

Hjeelp: Kig pa eksempel 32, som er meget analog. Identificer de forskellige hendelser og
giv dem navne. Du kan for eksempel lade 7" vere handelsen: Testen viser positiv og S
vaere hendelsen: Blodportionen indeholder HIV-virus. Da haves P(T |S )=0,99, etc.
Hvilke sandsynligheder er det, der sporges efter 1 a), b) og c¢)? Du skal anvende bade
formlen for den totale sandsynlighed (Setning 27) og Bayes' formel (Satning 28).

Opgave 4.6

Ifolge hjemmesiden www.lunge.dk ryger 17% af danskerne over 15 ar. Her star ogsa
anfort, at 85% af alle lungekreaefttilfeeldene i Danmark skyldes rygning. En bestemt person
(over 15 ér) har faet konstateret lungekraeft. Hvad er sandsynligheden for, at det skyldes

rygning?
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Opgave 4.7 (Variant af Monty Hall problemet)

1[9] omtales adskillige varianter af Monty Hall problemet. Nogle er med flere spillere og
andre med flere dere. Vi skal se pa en variant, hvor der stadig er en spiller og tre dere,
men hvor betingelserne for vartens valg @ndres en smule:

1) Studievearten abner altid en der, som skjuler en ged.

2) Studievearten dbner aldrig den der, spilleren har valgt.

3) Huvis studievarten kan dbne mere end én der uden at overtraede de to forste regler, sd
skal studievaerten vaelge den med det hgjeste nummer.

Hjeelp: Start med at bestemme de betingede sandsynligheder, som har &ndret sig en smule

i forhold til det klassiske Monty Hall problem. Brug derefter Bayes' formel. Du kan
naturligvis ogsa velge at lave et hendelsestre.

Opgave 4.8 (Fangens fejlslutning)

Det er blevet annonceret, at to ud af fire be-
stemte fanger i et feengsel skal loslades for
tid. En af de fire involverede fanger har selv
regnet ud, at han har en sandsynlighed pa £
for at blive lesladt. Han er ven med faeng-
selsvagten og overvejer at speorge vagten
om navnet pa én af de andre tre, som skal
loslades. Men han tever ud fra felgende
overvejelser: Néir vagten har fortalt mig

navnet pa en af de andre tre medfanger, sd
er der kun de andre to og mig selv tilbage.

1
2

passende handelser, at fangen er forkert pd den, og at han stadig har en sandsynlighed pé
+ for at blive lesladt, selv efter vagten navner navnet pa en af de andre tre.

Altsd vil min sandsynlighed for at blive losladt dale fra £ til 1. Pévis, ved at indfore

Opgave 4.9

En undersogelse viser ifolge hjemmesiden www.lunge.dk, at der 1 2013 var 17% af dan-
skerne over 15 ar, som var rygere — lejlighedsrygere fraregnet. Skadevirkningen af ryg-
ning athenger bade af alder og af det antal cigaretter, der ryges dagligt. Som et godt
middeltal kan man dog sige, at en ryger har 23 gange si stor sandsynlighed for at udvikle
lungekraeft som en ikke-ryger. Vi tillader os at sidestille det med, at af de personer, der
har lungekreft, er der 23 gange s mange, som er rygere, som der er ikke-rygere. Hvad
er sandsynligheden for, at en tilfeldig valgt dansker med lungekreeft er ryger?

Hjeelp: Indfer for eksempel hendelserne: L : Personen har lungekreft og R : Personen er
ryger. Argumenter for at P(L|R) =23. P(L|RC) . Benyt derefter Bayes' formel.
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Opgave 5.1

Antag at man har fiet beregnet a posteriori odds i s®tning 34 til verdien p. Vis at a
posteriori sandsynligheden da fas ved P(H |E Y=p/(1+p).

Hjeelp: Kald for eksempel P(H|E) for x. Vis at s m& x/(1-x) = p og les ligningen.

Opgave 6.1 (Anklagerens fejlslutning — Sally Clark sagen)

Den britiske kvinde Sally Clark blev i 1999 fundet skyldig i at have myrdet hendes to
bern, der begge dede pludseligt nogle fa uger efter deres fodsel. Sagen byggede pa statis-
tisk evidens. Det kom ogsé frem, at Clark havde lidt af fedselsdepression efter det forste
barns fodsel, men var kommet sig ved det andet barns fodsel. Borneleegen Sir Roy Mea-
dow forklarede i retten, at chancen for at to bern fra en velstdende ikke-rygende familie
skulle lide vuggededen, er 1 ud af 73 millioner. Han var néet frem til dette tal ved at
kvadrere tallet 1/8543, som blev angivet som sandsynligheden for, at ét barn skulle lide
vuggededen.

a) Antag et gjeblik at sandsynligheden for at ét barn lider vuggededen er 1/8543. Hvad
er betingelsen for, at man kan bestemme sandsynligheden for, at begge bern lider
vuggededen, ved at oplefte 1/8543 til 2. potens? (Der er i gvrigt meget, der tyder pa,
at denne betingelse ikke er opfyldt!)

Mange aviser fremstillede sandsynligheden 1/73000000 som verende sandsynligheden
for, at Sally Clark var uskyldig.

b) Redegor for hvorfor aviserne begar anklagerens fejlslutning.

Senere kom det frem, at hendes anden sen ikke havde lidt vuggededen, men var ded af
en stafylokok infektion. En oplysning, som forsvaret ikke havde modtaget. Sagen blev
genoptaget, og 1 2003 blev Sally Clark frikendt og lesladt. Misseren fik det britiske rets-
vasen til at undersoge flere hundrede gamle sager, hvilket forte til, at to andre kvinder,
der tidligere var demt for at have myrdet deres bern, blev lgsladt fra feengslet.

Opgave 6.2 (Bayes' faktoren — betydningen af gjenvidner)

I et Mecklenburg studie fra 2006 fandt man
at trefsandsynligheden, nér gjenvidner skul-

le identificere en mistenkt i et line-up, var
60%, mens sandsynligheden for falsk alarm
var 3%. Betragt hendelserne:

H : Personen har begéet udaden.
E : Personen genkendes ved opstilling foran

gjenvidner.
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P(E|H)

a) Bestem Bayes' faktoren for gjenvidneidentifikation, dvs. —.
P(E|H")

b) Giv en sproglig fortolkning af denne faktor: Hvad kan man sige om a posteriori odds
i forhold til a priori odds?

Antag at a priori odds er 10%, dvs. at P(H )/ P(H)=0,10.

c) Benyt Bayes' formel pa odds form fra setning 34 til at bestemme a posteriori odds
for gjenvidnegenkendelse ved et line-up.

d) Beregn a priori sandsynligheden P(H) og a posteriori sandsynligheden P(H |E ).
Hjcelp: Se pointen i opgave 5.1.

Opgave 6.3

Betragt eksempel 41 i afsnit 6. Retsmedicineren havde opgivet sandsynligheden for et
DNA match givet uskyld til at veere 1 ud af 200 mio. Forsvareren Mr. Thwaites udford-
rede disse tal, idet han mente, at de naermere skulle drosles ned til enten 1 ud af 20 mio.
eller 1 ud af 2 mio. Benyt samme metode som vist i eksempel 41 til med de to reviderede
DNA-sandsandsynligheder at bestemme de tilherende sandsynligheder for uskyld, altsa
P(H|E\,Ey, Es, Epy,).

Opgave 6.4
En person er tiltalt for et mord. Betragt folgende hypoteser:

H, : Tiltalte er skyldig i mordet
H, : Tiltalte var ikke pd gerningsstedet

Argumenter for, hvorfor disse to haendelser hverken behever udgere hele udfaldsrummet
tilsammen eller ikke have noget overlap - altsé at he@ndelserne ikke behover udgere en
klassedeling af udfaldsrummet.

Opgave 6.5

Vi skal undersege eksemplet med forsvarerens fejlslutning (Defendant's fallacy) fra afsnit
6 lidt ngjere. Vi gentager handelserne:

E,: Konen er myrdet
E,: ZAgtemanden har varet voldelig overfor sin kone igennem lengere tid
H: ZAgtemanden har myrdet sin kone

Vi gor folgende antagelser:

e 1 ud af 10 mand er voldelige overfor deres kone.

e 1 ud af5 af de kvinder, som er myrdet, er myrdet af deres mand.

o 50% af de ®gtemand, som har myrdet deres kone, har ogsé vearet voldelig overfor
konen igennem lengere tid.
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Vi skal betragte et udtryk for sandsynligheden for, at @gtemanden har begaet mordet givet
samtlige beviser. Det fis ved forst at bruge Bayes' formel til at finde et udtryk for den
betingede sandsynlighed P(H |E2), og derefter tilfoje den ekstra betingelse E, i hver
sandsynlighed, der figurerer pa hejre og venstre side 1 formlen. Det kan vises at vare
lovligt rent matematisk. Man fér:

P(E,|H,E,)-P(H |E))

P(H|E,.E,)) =
(H|E B) P(E,|H,E,)-P(H|E,) + P(E,|H,E,)- P(H*

£)

a) Benyt antagelserne ovenfor til at identificere de enkelte sandsynligheder 1 formlen
ovenfor. Husk i den forbindelse at P(H* |E1) =1-P(H |E1) . Vis at det giver en sand-
synlighed pé knap 56%.

b) Hvad er sandsynligheden for @gtemandens skyld, hvis vi ser bort fra oplysningen
om, at han er voldelig overfor sin kone; altsa hvor stor er P(H |E1) ?

Opgave 6.6 (DMP — Database Match Probability)

I afsnit 6 kiggede vi pa sandsynlighe-
den for i en database med DNA-pro-
filer at finde mindst ét DNA-match.
Vi arbejdede med en RMP (Random
Match Probability) pa p = =5zs65500 -
Af vores analyse side 37 fremgar det
umiddelbart, at hvis der er x DNA-
profiler i databasen, sa er sandsynlig-

heden for at finde mindst ét match gi-
vetved f(x) = 1-(1-p)".

a) Benyt et CAS-varktej til for ovenstdende veardi af p at tegne grafen for funktionen f.
Lad definitionsmangden vere fra 0 til 3 mia. Far du samme resultat som grafen pa
side 38? Det skulle du gerne.

b) Hvor stor skal databasen vare, for at der er 10% sandsynlighed for at finde mindst ét
DNA-match i databasen?

Pé grafen side 38 ser vi, at grafen ser meget linezr ud det forste stykke. Det kan give os
en formodning, om at vi kan vise en approksimativ lovmessighed for sandsynligheden
for mindst ét DNA-match i en database med x DNA-profiler, nar x ikke er for stor. I det
folgende mé du gerne benytte CAS-vaerkte;.

c) Benytdifferentialregning til at vise, at ligningen for tangenten til grafen for /1 punktet
x =0 er givet ved udtrykket L(x)=—In(1- p)-x, hvor p er RMP.

d) Visat lim (Mj = 1.

p—>0 p

e) Benytc)ogd)til at konkludere, at for smé vardier af p (som i praksis altid er opfyldt)
og ikke for store veerdier af x, geelder folgende: f(x)=p-x.
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Bemerk at p-x netop er den sdkaldte Database Match Probability, forkortet DMP. Vi
har dermed givet en begrundelse for det rimelige 1 at bruge denne storrelse.

Opgave 7.1

Et bestemt gen har to alleller 4 og a, hvor ferstnevnte er dominant og sidstnaevnte reces-
sivt. Frekvensen af genotyperne A4 og Aa 1 populationen er henholdsvis 27% og 17%.

a) Bestem frekvensen af genotype aa 1 populationen.

b) Beregn frekvenserne for allellerne 4 og a. De betegnes henholdsvis p, og p, .

¢) Hvad vil frekvenserne af de tre genotyper A4, Aa og aa vare, efter at Hardy-Wein-
berg ligevaegten er indtradt. Betingelserne i1 (23) antages opfyldt.

Hjeelp: Se eksempel 43.

Opgave 7.2

I den finske befolkning har 89% bld gjne. Bestem, under antagelse af Hardy Weinberg
"ligevaegt", frekvenserne for de to alleller for henholdsvis brune og bla gje 1 Finland, og
brug det til at beregne frekvensfordelingen for de tre genotyper BB, bb og Bb i Finland.

Hjeelp: Betragt s@tning 42 og redeger derefter for, hvorfor felgende ligningssystem skal
loses: pf; +2pgp, =0,11 og plf =0,89.0gsd pg+ p, =1 kan anvendes.

Opgave 7.3

Du skal ferdiggere beviset for setning 42. Vi har indset, at frekvenserne af genotyperne
efter 1. generation er givet ved: u',, = p5, 'y, =2p,p,. u,, = p-.Indsazt disse var-
dier pa henholdsvis u,,,u,, ogu,,'s pladser i de hejre udtryk i (28) og vis, at ogsa 2.
generation fir samme frekvensfordeling. Hjcelp: Faktoriser og udnyt, at p,+ p, =1.

Opgave 7.4
Los ligningssystemet (39) manuelt.

Hjeelp: Husk, at ligningssystemet er overbestemt og egentligt ikke har nogen losninger.
Det ligningssystem, som fremkommer ved at fjerne ligning 2 og ligning 3 og medtage
bindingen p, + p, + p, =1, har derimod en entydig lesning, som kan "traevles op fra
bunden": Start med at bestemme p, ud fra den sidste ligning, p; = 0,42 . Herefter er det
et smart trick at addere den forste og den sidste ligning: p3 +2p,p, + pe = 0,44 +0,42 .
Bemerk at venstresiden kan skrives som kvadratet pa en toleddet sterrelse: (p, + po)2 .
Brug dette trick til at beregne p, + p,, hvorefter p, kan bestemmes. Endelig kan iden-
titeten p, + p, + p, =1 bruges til at bestemme p,. Spergsmalet er nu om vi, med udela-
delsen af ligning 2 og 3, har begdet en stor fejl. Indsat de udregnede vardier for p,, p,
og p, 1 venstresiderne 1 ligning 2 og 3 1 (39) for at se, hvor meget talvaerdierne afviger
fra hejre-siderne.
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Opgave 7.5

Redegor for de konkrete verdier for allel-frekvenser og genotype-frekvenser, der er an-
givet side 54 for Rhesus-D systemet. Udgangspunktet er, at der er Hardy-Weinberg lige-
vagt, og at 85% af den danske befolking er Rhesus-positive.

Hjeelp: Overvej hvorfor der skal loses et ligningssystem pa formen p;, +2p,p, = 0,85
og pﬁ =0,15. Husk at p,+p, =1.

Opgave 7.6 (Faderskabssag)

I en faderskabssag vides det med sikkerhed, at én af to givne mend er fader til barnet.
Mand 1 har blodtype AB—, mens Mand 2 har blodtype A+. Moderen har blodtype B+, og
barnet har blodtype B—. Vis at Mand 1 er mere end 8 gange sa sandsynlig en fader til
barnet, end Mand 2 er, ndr man kun tager blodtyperne i betragtning?

Hjeelp: Kig pa eksempel 48.

Opgave 7.7

Cystisk Fibrose er en alvorlig
genetisk sygdom, der er karak-
teriseret ved, at salttransporten i
visse celletyper i lungerne, bug-
spytkirtlen og svedkirtlerne ik-
ke fungerer. Det forer til hyppi-
ge eller kroniske lungeinfektio-
ner og dndened ved anstrengel-
ser. Sygdommen skyldes et de-
fekt gen. Kun hvis man modta-

ger en syg allel fra badde faderen

og moderen, bliver man syg.
Derfor er der tale om en recessiv

egenskab. Da genet desuden ikke sidder pa et af kenskromosomerne X og Y, har vi at
gore med en autosomal recessiv sygdom. Approksimativt 3% af danskerne er barere af
mindst én syg allel. Vi vil kalde den raske allel for R og den syge allel for . Personer med
cystisk fibrose lever i gennemsnit kun omkring 40 &r. Ud af Danmarks befolkning pé ca.
5,6 mio. indbyggere er der nu ca. 500 med sygdommen.

a) Pavis, at hvis der havde varet Hardy-Weinberg ligevegt, sa skulle der vere en del
flere med sygdommen. Hvor mange? Hjcelp: Benyt oplysningen med de 3% til at
bestemme allel-frekvenser og genotype-frekvenser, under antagelse af Hardy-Wein-
berg ligevagt.

b) Hvilke punkter i listen over betingelser for Hardy-Weinberg ligevaegt er ikke opfyldt?
Se (23) side 43.
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Opgave 7.8 (Katte-gener)

Hvis man ensker at studere gener hos dyr,
sa er katte et godt sted at begynde. Her kan
man nemlig finde eksempler pa mange af de
typer af allel-kombinationer, man kender.
En del af disse alleller har betydning for far-
ven og strukturen i kattens pels. Et eksem-
pel er det sdkaldte Agouti-gen, som styrer
om det enkelte har hos en kat er ensfarvet
eller har skiftevis band af en merk og en lys
farve. Den dominante allel 4 styrer den stri-
bede udgave, mens den recessive allel a
styrer den ensfarvede udgave. Kun hvis ge-
notypen er aa, bliver det en non-Agouti kat,
som ikke har et stribet udseende. I det fol-
gende antager vi, at Agouti-allellen har en
allel-frekvens pa 74% 1 en given population
1 Danmark.

a) Bestem genotype-frekvenserne for A4, Aa og aa samt fenotype-frekvenserne for 4
og a, under antagelse af Hardy-Weinberg ligevaegt.

Det oplyses nu, at en given kat er af Agouti-faeenotypen.

b) Bestem de reviderede genotype-sandsynligheder for den pdgaldende kat.
Hjeelp: Lad E vaere den nye viden at katten er af fenotype 4, og lad H vare hendel-
sen, at katten har genotype 4a. Bestem da P(H |E ) ved brug af Bayes' formel.

Opgave 7.9 (Genetik: Ojenfarve)

Ligesom 1 opgave 45 skal vi her ogsa kigge pd opdaterede sandsynligheder, nar ny evidens
bringes frem, dog i en simplere version end i opgave 45 d). Poul har brune gjne ligesom
begge hans foreldre. Sesteren Lise har derimod bla gjne.

a) Argumenter for, hvorfor begge foraldre nedvendigvis ma have genotype Bb.

b) Benyt a) til at vise, at sandsynligheden for at Poul har genotype Bb, er % .

Hjcelp: Eksperimentet kan opfattes som et dobbelt- Brune: Bb Brune: Bb
eksperiment derved, at der bade udtraeekkes en allel Mor Far

fra moderen og en allel fra faderen. Udfaldsrum-
met har altsa fire udfald, som er lige sandsynlige:
U ={(B,B),(B,b), (b,B),(b,b)}. Indfer dernast
folgende fire haendelser:

Poul |Brune
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d)

4, : Poul har genotype BB
A, : Poul har genotype Bb
A, : Poul har genotype bb
C': Poul har brune gjne

Da handelsen C er givet, er det P(4, |C ), som skal beregnes. Da vi nemt kan finde
de "omvendte" betingede sandsynligheder, er det oplagt at bruge Bayes' formel.

Det oplyses, at Pouls kareste Ida har bla ejne. Vis at sandsynligheden for, at deres

forste barn far bla gjne, er 1.

Hjeelp: Pa figuren til hejre er indtegnet sandsynlig-
heden for at Poul har genotype Bb, som vi udregnede i
b). Pé tilsvarende vis udregnes, at sandsynligheden for
at Poul har genotype BB, er 1. Vi ved altsa ikke, hvil-
ken genotype Poul har, kun at det enten er Bb eller BB
med sandsynligheder henholdsvis 2 og 1. Lav et vejet
gennemsnit for at bestemme P(E)), hvor E, skal star
for haendelsen: "Det forste barn har bla gjne".

Brune:
Bb: %
BB: %

Poul

Barn 1

Bla: bb
Ida

Det oplyses nu, at det forste barn faktisk fik brune gjne. Vis at med den nye informa-
tion om det forste barns gjenfarve, méd sandsynligheden for, at det naste barn ogsa

far brune gjne, opgraderes til 3 .

Hjeelp: Lad E, vare hendelsen: "Det forste barn har
brune gjne". Benyt Bayes' formel til at bestemme den
betingede sandsynlighed P(4 |E2) ved hjelp af de
"omvendte" betingede sandsynligheder m.m. Gor det
samme med P(4, |E2) . Derved har du de opdaterede
sandsynligheder for Pouls genotyper, afspejlende den
nye viden E, . Med disse vardier kan du gé til figuren
nedenfor. Skriv de nye verdier ud for genotype Bb og
BB. Benyt herefter vejet gennemsnit — som i del-
sporgsmal c) —til at bestemme sandsynligheden for, at
barn nummer 2 ogsé far brune gjne. Du kan lade F,
vare haendelsen: "Barn 2 har brune gjne".

NB! I virkeligheden er gjenfarve ikke s& simpel som
vi gor det til 1 denne opgave. Faktisk er der pa et kro-
mosom flere loci, som pavirker gjenfarven. Det er fx
velkendt, at nogle personers gjenfarve er mere ovre i
det gronne eller grad omréde.

Brune:
Bb: %
BB:

Poul

Barn 1

Brune:
Bb: opdateret
BB: opdateret

Poul

Barn 2

Bla: bb
Ida

Brune

BIa: bb

Ida
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Opgave 8.1

Lad 4, B og C vere handelser i et endeligt sandsynlighedsfelt og antag at P(B,C) #0.
Vis at der da gelder folgende formel:
P(A|B,C) = P(4,B,C)

P(B,C)

Opgave 8.2 (Simpsons paradoks — UC Berkeley)

Et autentisk eksempel pd Simpsons paradoks hendte, da det beroamte amerikanske Uni-
versity of California Berkeley i 1973 blev sagsegt for at forfordele kvinder ved optagelse
pa videregaende uddannelser. Tallene viste, at mandlige studerende havde nemmere ved
at blive optaget, og forskellen kunne ikke tilskrives tilfeldigheder, mente man. Antallet
af studerende, som blev optaget og ikke optaget fordelt pa ken, er angivet i tabellen neden-
for — for de seks storste fagomrader.

UC Berkeley Optagelses data for de seks storste fag

Mandlige studerende Kvindelige studerende
Fagomrade Optaget Ikke optaget Optaget Ikke optaget
A 512 313 89 19
B 353 207 17 8
C 120 205 202 391
D 138 279 131 244
E 53 138 94 299
F 22 351 24 317

a) Bestem optagelsesprocenterne for hvert ken og for hvert fagomrade. Udregn desuden
optagelsesprocenterne for de to ken, nér alle fagomrider leegges sammen i en pulje.

b) Man kunne foretage en masse statistiske analyser, men du skal blot kigge pa tallene
for hver faggruppe for at vurdere, om du mener, at kvinderne er blevet forfordelt.
Hvordan ser procenterne ud, nér alle fagomrader slds sammen? Hvori bestir Simp-
sons paradoks i denne situation? Prov at formulere det.

c) Forsegat give en forklaring pa, hvorfor procenterne 1 b) tilsyneladende giver et meget
forskelligt billede, alt efter om man betragter hvert fagomrade for sig, eller man be-
tragter det totalt. Hjeelp: Eftersom det i Californien er ulovligt at offentliggere meget
specifik statistik om optagelser pd universiteterne, er fagomraderne kun angivet med
store bogstaver: A, B, ..., F. Du kan méske prove at gatte lidt pé, hvilke fagomrader
de forskellige bogstaver kan sta for, ndr man tenker pa forskelle i kon ...

Opgave 8.3
Der kastes med en &gte terning to gange. Betragt folgende haendelser:

K1: Det forste kast viste et ulige antal gjne
K>: Det andet kast viste 4 gjne eller derover
E : De to kast viste forskellige antal gjne

I det folgende kan du eventuelt bruge afbildningsteknikken fra eksempel 5 side 7.
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a) Redegor for at hendelserne K, og K, er uathangige.
b) Visat P(K,NK,|E)==1

c) Pavis at hendelserne K, og K, er betinget uathaengige givet E.

Opgave 8.4 (Bayes' formel pd odds form, nér der er flere beviser)

Lad der vaere givet tre "beviser" E,, E, ogE; samt en hypotese /. Vi ensker at under-
soge, hvad der sker med a priori odds for H, nar der tages hensyn til de tre beviser.

a) Vis at man kan udregne a posteriori odds ved at multiplicere med Bayes-faktorer,
som vist i denne formel:

P(H|E,,E,,E) _ P(E;|EyE,H) P(E)|E,H) P(E|H) P(H)
P(H®|E\,Ey,Ey)  P(E|E,,E,HY) P(E,|E,H") P(E|H®) P(H°)

a posteriori odds Bayes-faktor for E, Bayes-faktor for £, Bayes-faktor for E, 2 priori odds

b) Vis at hvis beviserne er betinget uathengige, givet hypotesen H, sa reducerer udtryk-
ket 1 a) til folgende udtryk:

P(H|E\,Ey\E;) _ P(Es|H) P(E|H) P(E|H) P(H)
P(H®|E\,E, E3)  P(Ej|H) P(E,|H®) P(E|H®) P(H)

Man kan altsd under disse forudsatninger fa a posteriori odds ved at starte med a
priori odds og multiplicere med Bayes-faktoren for hvert enkelt bevis (givet H) et
efter et!

Hjeelp: a) Benyt Bayes' formel pa odds form fra setning 34 samt kadereglen. b) Tag
udgangspunkt i formlen i a) og udnyt den betingede vathaengighed. Husk 1 ovrigt at nér
man skriver komma imellem handelser, sa underforstds feellesmangde! Séledes betyder
P(H|E,,E,,E;) det samme som P(H |E, N E, N E;).

Opgave 11.1

Betragt det Bayesianske netvaerk "For sent til arbejde" fra afsnit 11.

a) Benyt teknikken i (62) til at vise, at den marginale sandsynlighedsfordeling for C er
givet ved folgende udtryk (ingen reduktioner er mulige her):

P(C)= Y P

A,N.M 0

A,N)-P(A|M)-P(N|M,0)-P(M)- P(O)

b) Vis pa lignende méde, at den marginale sandsynlighedsfordeling for 4 er givet ved
folgende udtryk, hvor reduktioner via satning 29 er mulige:

P(4) = Y P(A|M)-P(M)

¢) Hvad er sandsynligheden for, at Anna kommer for sent pa arbejde? Hjeelp: Se (63).
d) Hvad er sandsynligheden for, at Niels slipper for en reprimande?
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Opgave 11.2

Betragt det Bayesianske netvark "For sent til arbejde" fra afsnit 11.

a) Brug teknikken anvist i afsnit 11 til at vise, at den opdaterede marginale sandsynlig-
hed for C givet informationen A4 = True er givet ved felgende udtryk:

P(C|A=True)

1
- W'N%:MP(CM:T’”W,N)'P(A:True|M)-P(N|M,O)-P(M).p(0)

b) Indset C = False pa C's plads i udtrykket under a) og udskriv eksplicit hvert led i
summen, 4 la det vi gjorde 1 (66). Udregn til slut P(C = F alse|A = True), altsa sand-
synligheden for, at Niels ikke fir en reprimande af chefen givet at Anna kommer for
sent — ved at indsatte vaerdierne fra knudepunktstabellerne. Svaret er 57,1%.

Opgave 11.3

I eksempel 58 1 afsnit 8 kiggede vi pa en situation, hvor Anders, Lise og Ulla overvejede
at deltage 1 byfesten 1 deres hjemby. Situationen kan beskrives i rammerne af et Bayesi-
ansk netvark. Vi har de stokastiske variable 4, L og U. Variablen 4 kan antage vardierne
True og False, alt efter om Anders deltager i byfesten eller ej. Tilsvarende med de to
@vrige personer.

Anders deltager (A) Lise deltager (L) Ulla deltager (U)

Anders deltager Lise deltager Ulla deltager
False 0.50 Anders deltager | False | True Lise deltager False | True
True 0.50 False 0.75 | 0.00 False 1.00 | 0.10
True 0.25 | 1.00 True 0.00 | 0.90

a) Benyt teknikken fra afsnit 11 til at bestemme de marginale sandsynligheder for de
stokastiske variable 4, L og U.

Dagen efter fortalte Ulla, at hun var til byfesten.

b) Hvad er sandsynligheden for, at Anders ogsé deltog? Hjeelp: Bestem et udtryk for
den marginale sandsynlighed for 4 givet informationen U = True, altsa bestem et
udtryk for P(A|U = True), og indset derefter 4 =True pa A's plads og derefter de
relevante sandsynligheder fra knudepunktstabellen.
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Opgave 12.1

I stil med det sidste simple eksempel i afsnit 12 skal du i AgenaRisk lave et Bayesiansk
netvaerk med to knuder og en kant imellem, sa det afspejler situationen i anklagerens
fejlslutning side 28-29:

Personen Personen var ikke pa gerningsstedet
var Ikke‘tp‘;"‘:I . False 0.0002
gernln(g';js)s ede True 0.9998

Anklagedes blodtype matcher blod fra gerningssted

Blodtype match Personen var ikke pa gerningsstedet | False | True
(E) False 0.00 | 0.99
True 1.00 | 0.01

Prov at tilfeje evidensen True til knuden E, svarende til at man har registreret blodtype
match mellem tiltaltes blod og blodet pa gerningsstedet. Far du samme resultat som pa
side 29?

Opgave 12.2

I denne opgave skal vi betragte en situation, hvor der ikke blot foretages én test for syg-
dom som i afsnit 12, men hele to! Vi antager, at begge tests har samme betingede sand-
synligheder. Desuden antager vi, at de to tests er betinget uafhengige, dvs. knuderne skal
ikke forbindes med en kant!

Personen har sygdommen
False 0.999
True 0.001

Personen har
sygdommen (S)

Test 1 viser positiv

Personen har sygdommen | False | True
False 0.98 | 0.05
True 0.02 0.95

Test 2 viser positiv

Testen viser
positiv (T2)

Testen viser
positiv (T1)

Personen har sygdommen | False | True
False 0.98 0.05
True 0.02 0.95

a) Hvad er sandsynligheden for at have sygdommen, hvis begge tests viser positiv?
Hjeelp: Tilfej evidensen True til bade T1 og T2.

b) Hvad er sandsynligheden for at have sygdommen, hvis den ferste test viser positiv
og den anden negativ?
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Opgave 12.3

Ved DNA-beviser er der en s@rlig problematik, hvis to nart beslaegtede personer er mis-
teenkte 1 en kriminalsag. DNA profiler hos nare slegtninge er nemlig meget ens. I det
folgende betragter vi en situation, hvor en person er tiltalt, og DNA materiale fundet pa
gerningsstedet matcher personens DNA. Kriminalpolitiet opdager nu, at tiltaltes broder
ogsé kan have varet pa gerningsstedet. Spergsmalet er, hvilken indflydelse det har pa,
om tiltalte er skyldig? Vores BN med knudepunktstabeller er afbildet nedenfor. I sidste
tabel afleses for eksempel, at hvis tiltalte er uskyldig, og den naere slegtning var pé ger-
ningsstedet, sa er der 99,9% sandsynlighed for, at der ikke er DNA match.

Naer
slaegtning var pa
gerningsstedet?
(G)

Tiltalte er
skyldig? (S1)

sleegtning er
skyldig?
(S2)

Der er DNA
match?

(D)

Tiltalte er skyldig? Nezer slaegtning var pa gerningsstedet?
False 0.9999 False 0.9999
True 0.0001 True 0.0001

Naer sleegtning er skyldig?

Tiltalte er skyldig False True

Neer sleegtning var pa gern... | False True False True
False 1.00 0.50 1.00 1.00
True 0.00 0.50 0.00 0.00

Der er DNA match?

Tiltalte er skyldig False True

Neer sleegtning var pa gern... | False True False True
False 0.999999( 0.999 0.00 0.00
True 0.000001| 0.001 1.00 1.00

a) Hvad er sandsynligheden for, at tiltalte er skyldig, hvis der er DNA-match? Hjeelp:
Tilfej evidensen True til knuden D.

b) Hvad er sandsynligheden for, at tiltalte er skyldig, hvis vi tillige far at vide, at den
nare slegtning var pa gerningsstedet?
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Opgave 12.4 (Ojenfarve)

I eksempel 45 1 afsnit 7 regnede vi pa sandsynligheder for et barns gjenfarve. I denne
opgave skal du lave et Bayesiansk netvaerk i AgenaRisk med henblik pé at lase opgaven
meget nemmere. Start med at tegne netvarket med forbindelseslinjer, som angivet neden-
for. Dernaest skal du tilfgje knudepunktstabeller til hver knude. Nedenfor er vist udvalgte
sandsynligheder fra tre af tabellerne. Udfyld selv resten. Moderens knudepunktstabeller
for genotype og fenotype er af symmetrigrunde identiske med faderens. Bemerk lige, at
AgenaRisk ikke tillader &, o og &, sd du mé skrive & som fx ae.

a) For at lgse spergsmal c) fra eksempel 45 tilfojer du evidens til faderens og moderens
fenotype ved at hejreklikke pd hver af knuderne og valge Enter Observation >
Scenario 1 > B, svarende til oplysningen om at faderen har brune gjne. Marker alle
knuderne og dobbeltklik pa en af dem, sa du fér vist de marginale sandsynligheder.
Hvad er sandsynligheden for, at barnet fir bld gjne? Féar du det samme som i eksempel
457 Det skulle du gerne. Bemerk, at det kan vaere nedvendigt at klikke péd den grenne
knap Run calculation i verktejslinjen for at fa netverket gennemberegnet.

b) Foretag nogle andre eksperimenter med dit BN, fx ved at tilfoje evidens 1 en eller
flere knuder. Du kan fjerne evidens ved at hejreklikke pa knuden og valge Enter
Observation > Scenario 1 > Clear Observation.

c) Foratlese spergsmal d) fra eksempel 45 kan du markere knuden for barnets feenotype
og copy/paste den ved hjlp af Ctrl+C, efterfulgt af Ctrl+V. Du kan omdebe knuden
til "Fenotype for barn 1". Bemark, at savel forbindelseslinjerne til moderen og fade-
rens genotyper er kopieret med over, ligesom knudepunktstabellen ogsé er det. Du
kan nu tilfeje evidens til det forste barns knude ...

Moderens
genotype

Faderens
genotype

Moderens
feenotype

Faderens
faenotype

Barnets
feenotype

Faderens fenotype Faderens genotype
Faderens genotype BB Bb bb BB 0.04

B Bb 0.32

b 0.00 1.00 bb 0.64

Barnets faenotype

Moderens genotype BB Bb bb

Faderens genotype BB Bb bb BB Bb bb BB Bb bb
B 1.00 0.75 0.50 0.00
b 0.00
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Links

Legal Cases involving Bayes (Siden er baseret péd offentliggjorte rapporter og personlige
erfaringer. Den indeholder en lang liste med retssager, hvor der har foregdet diskussioner

af sandsynlighedsmeessig art).

R. v. Denis John Adams (Transskription af appelsagen mod Denis John Adams).

Communicating and Interpreting Statistical Evidence in the Administration of Criminal

Justice (Vejledning til dommere, advokater, kriminaltekniske videnskabsfolk og ekspert-
vidner — ved Colin Aitken, Paul Roberts, Graham Jackson).

Avoiding Probabilistic Reasoning Fallacies in Legal Practice using Bayesian Networks

(Et udkast til en senere artikel 1 Australian Journal of Legal Philosophy, af Norman
Fenton og Martin Neil. Mange fine pointer).

Flere gode noter fra siden www.agenarisk.com af Norman Fenton og Martin Neil:

e The use of Bavyes and causal modelling in decision making, uncertainty and

risk (Om Bayes formel og Bayesianske netveerk - ved Norman Fenton og
Martin Neil).
e Making Sense of Probability: Fallacies, Myths and Puzzles (Hjemmeside med

en liste over fejlslutninger, myter og gader ved Norman Fenton).
e The “Jury Observation Fallacy” and the use of Bayesian Networks to present

Probabilistic Legal Arguments (Med et Bayesiansk netverk demonstreres

overraskende effekter, under kendskab til tidligere lignende domfaldelser af
den anklagede).

Math on Trial
http://www.medicine.mcgill.ca/epidemiology/hanley/tmp/CandH-
ch0102/Math%200n%20Trial.pdf

AgenaRisk (Det britiske firma, som leverer BN lgsninger. Ledet af Norman Fenton og
Martin Neil).

HUGIN Expert A/S (Det forste firma i verden, som udnyttede Bayesianske netvaerk kom-
mercielt. Har udgangspunkt i Aalborg).



https://sites.google.com/site/bayeslegal/legal-cases-relevant-to-bayes
http://www.bailii.org/cgi-bin/markup.cgi?doc=/ew/cases/EWCA/Crim/2006/222.html&query=bayes&method=boolean
http://www.maths.ed.ac.uk/~cgga/Guide-1-WEB.pdf
http://www.maths.ed.ac.uk/~cgga/Guide-1-WEB.pdf
https://www.eecs.qmul.ac.uk/~norman/papers/fenton_neil_prob_fallacies_June2011web.pdf
http://www.agenarisk.com/
http://www.agenarisk.com/resources/white_papers/fenton_neil_white_paper2011.pdf
http://www.agenarisk.com/resources/white_papers/fenton_neil_white_paper2011.pdf
http://www.agenarisk.com/resources/probability_puzzles/Making_sense_of_probability.html
http://www.agenarisk.com/resources/white_papers/jury_fallacy_revised.pdf
http://www.agenarisk.com/resources/white_papers/jury_fallacy_revised.pdf
http://www.medicine.mcgill.ca/epidemiology/hanley/tmp/CandH-ch0102/Math%20on%20Trial.pdf
http://www.medicine.mcgill.ca/epidemiology/hanley/tmp/CandH-ch0102/Math%20on%20Trial.pdf
http://www.agenarisk.com/
http://www.hugin.com/
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