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1. Indledning 

Det overordnede formål med denne note er at præsentere den berømte Bayes formel fra 

sandsynlighedsregningen og vise, hvordan denne formel giver anledning til indførelsen 

af de såkaldte bayesianske netværk. Først er det imidlertid nødvendigt med lidt indleden-

de sandsynlighedsteori, så vi får fast grund under fødderne. Et af de centrale begreber i 

den forbindelse vil være betingede sandsynligheder. Undervejs vil vi studere diverse an-

vendelser af teorien, blandt andet indenfor arvelighedslære og retsgenetik. Det viser sig 

for eksempel, at Bayes' formel kan være med til at kaste lys over logiske fejlslutninger, 

der ofte begås i retssale under kriminalsager, hvor DNA argumenter er involveret.  

 

Noten er blandt andet henvendt til gymnasieelever, som måtte skrive opgave i emnet. Jeg 

har forsøgt at sikre, at det er muligt for eleven at vise selvstændighed her, for eksempel 

ved at udpensle beviser, uddybe forklaringer og/eller løse opgaver. Derfor er der også en 

del eksempler, som ligger tæt op af opgaverne. En anden mulighed er at bruge den første 

del af noten til et forløb i sandsynlighedsregning, med målet at redegøre for Bayes' formel 

med anvendelser. Her kunne eksemplet med sygdomstest være et godt valg.   

 

 

2. Endeligt sandsynlighedsfelt 

Sandsynlighedsregningen er måske det område i matematikken, hvor der historisk er ble-

vet begået flest fejltagelser. Selv berømte matematikere har troet, at de har regnet rigtigt, 

for senere at blive korrigeret. Heldigvis har sandsynlighedsregningen i dag fået et solidt 

axiomatisk grundlag, ikke mindst hjulpet på vej af russeren Andrey N. Kolmogorov 

(1903-1987). Begreber og betingelser er i dag blevet gjort mere tydelige. I dette afsnit 

skal vi præsentere begrebet endeligt sandsynlighedsfelt. Man kan sagtens definere sand-

synlighedsfelter, som har et udfaldsrum med uendeligt mange elementer (se fx  [3] eller 

[4]), men vi vil holde os fra det her.  

 

Definition 1 (Endeligt sandsynlighedsfelt) 

Et endeligt sandsynlighedsfelt består af en ikke-tom mængde U, som har endeligt 

mange elementer, samt en funktion P. Funktionen P skal både virke på elementer 
u U∈  og på delmængder A U⊆ , og det på en måde så følgende gælder:   

a) 0 ( ) 1P u≤ ≤  for alle u U∈ . 

b) ( ) 1
u U

P u
∈

=∑  

c) ( ) ( )
u A

P A P u
∈

= ∑  for alle A U⊆ . 

d) ( ) 0P ∅ =  for den tomme mængde ∅ . 
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Sætning 9 

For hændelser i samme sandsynlighedsfelt gælder: 

a) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩  

b) For disjunkte hændelser A og B gælder: ( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ = +  

c) ( ) 1 ( )cP A P A= −  

d) For en klassedeling 1 2, , , nA A A…  af A gælder: 

 1 2
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

i n

i

P A P A P A P A P A
=

= + + + =∑ …  

 

Bevis: a) Vi ved at sandsynligheden for en hændelse fås ved at addere sandsynlighederne 

af de enkelte udfald i hændelsen. Når man beregner summen ( ) ( )P A P B+  bliver sand-

synlighederne for udfaldene i A B∩  talt med to gange. Derfor skal man trække sandsyn-

ligheden af A B∩  fra, for at få sandsynligheden for A B∪ . Det overlades til læseren at 

bevise de øvrige punkter.   

□  

 

 
Eksempel 10 

Vi arbejder videre på eksempel 5 fra tidligere i dette afsnit. Foruden hændelsen H, vil vi 

indføre en ny hændelse G : Den røde terning viser højest 2. Udfaldene i denne hændelse 

er markeret på figuren ovenfor. Fællesmængden { }(3,2), (4,1)H G∩ =  er en hændelse, 

som kan udtales: Summen af terningerne er 5, og den røde terning viser 2 eller derunder. 

Ved at udregne summen af sandsynlighederne af udfaldene i hændelserne, får vi:   

1 12 1 1 2 1
36 36 3 36 36 18( ) 12 , ( ) 2P G P H G= ⋅ = = ∩ = ⋅ = =  

Hændelsen H G∪  kan udtales: Summen af terningerne er 5 eller den røde terning viser 

2 eller derunder. Hændelsens sandsynlighed kan beregnes ved brug af sætning 9a): 

74 12 2 14
36 36 36 36 18( ) ( ) ( ) ( )P H G P H P G P H G∪ = + − ∩ = + − = =  

som også stemmer fint med, hvad man ville få ved at udregne den direkte.  

□  

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6
Grøn

terning

Rød

terning

(1,1)

(1,2)

(1,3)

(1,4)

(1,5)

(1,6)

(2,1)

(2,2)

(2,3)

(2,4)

(2,5)

(2,6)

(3,1)

(3,2)

(3,3)

(3,4)

(3,5)

(3,6)

(4,1)

(4,2)

(4,3)

(4,4)

(4,5)

(4,6)

(5,1)

(5,2)

(5,3)

(5,4)

(5,5)

(5,6)

(6,1)

(6,2)

(6,3)

(6,4)

(6,5)

(6,6)

G

H
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Punkt c) i sætning 9 er ofte brugbar. Der er opgaver, hvor man ønsker at udregne sand-

synligheden for en hændelse A, men hvor den er besværlig at udregne direkte, hvorimod 

sandsynligheden for den komplementære hændelse cA  er meget nemmere at udregne.  

 

Eksempel 11 

Bestem sandsynligheden for at få plat mindst én gang ved fire kast med en mønt. Udfald-

ene i eksperimentet kan, i stil med terningeforsøgene, passende opskrives som et 4-tuppel. 

Udfaldet ( , , , )p p k p  betyder således, at de første to kast gav plat, det tredje kast gav 

krone, og det sidste gav plat. Det er oplagt, at der er 16 udfald i udfaldsrummet. Da de i 

dette tilfælde er lige sandsynlige, har hvert udfald altså sandsynligheden 1
16 . Man kunne 

begynde at undersøge, hvilke af udfaldene, som ligger i hændelsen A: Der er mindst én 

plat, og derefter addere deres sandsynligheder. Det er imidlertid meget nemmere at be-

tragte den komplementære hændelse cA : Alle kast viste krone. I denne hændelse er der 

kun udfaldet ( , , , )k k k k . Sætning 9c) giver nu: 

151
16 16( ) 1 ( ) 1c

P A P A= − = − =  

□  

 

 

3. Betingede sandsynligheder og uafhængighed 

Vi skal i dette afsnit studere begrebet betinget sandsynlighed, som skal vise sig at blive 

centralt i forbindelse med Bayes' formel samt Bayesianske netværk. Først en definition. 

  

Definition 12 (Betinget sandsynlighed) 

Lad A og B være to hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt, hvor ( ) 0P B ≠ . Den 

betingede sandsynlighed for A givet B betegnes ( )P A B  og er defineret således:  

( )
( )

( )

P A B
P A B

P B

∩
=  

 

Bemærkning 13 

Man plejer at udvide definition 12 ved at vedtage, at ( ) 0P A B = , når ( ) 0P B = . 

□  

 

Definition 12 kan umiddelbart virke lidt 

underlig, men ved nærmere eftertanke fore-

kommer den fornuftig: Med den nye viden 

givet ved hændelsen B er vores "nye ver-

den" blevet mængden B. Derfor er vi kun 

interesseret i den del af mængden A, som 

ligger indenfor mængden B, altså A B∩ . 

Sandsynligheden for denne mængde sættes 

i forhold til sandsynligheden for B.  

U

B

A

A BÇ
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Sætning 14 (Sandsynlighedsregningens multiplikationssætning) 

Lad A og B være to hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Da gælder: 

(1)      ( ) ( ) ( )P A B P A B P B∩ = ⋅  

 

Bevis: Følger umiddelbart af definition 12 sammen med bemærkning 13.  

□  
 

 

Definition 15 (Uafhængighed) 

To hændelser A og B i et endeligt sandsynlighedsfelt siges at være uafhængige, hvis 

(2)      ( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅  

 

 

Bemærkning 16 

Hvis vi udnytter definition 15 i definitionen 12 for betinget sandsynlighed, får vi: 

(3)    
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

P A B P A P B
P A B P A

P B P B

∩ ⋅
= = =  

som passer meget fint med vores intuition: At hændelserne A og B er uafhængige vil sige, 

at det ikke ændrer på sandsynligheden for hændelsen A, at man får at vide, om hændelsen 

B er indtruffet eller ej! 

 

 

Eksempel 17 

Det er på tide med et eksempel. Vi arbejder trofast videre på eksemplet med kast med to 

terninger. Vi antager givet de to hændelser H og G fra eksempel 10. Vi vil først udregne 

sandsynligheden for hændelsen H givet G. 

2
36 1

612
36

( )
( )

( )

P H G
P H G

P G

∩
= = =  

Sandsynligheden for at summen af øjnene på de to terninger er 5, givet at man ved, at den 

røde terning højest viste 2, er altså 1/6. Lad os undersøge, om de to hændelser er uafhæn-

gige. Hertil udregner vi produktet af de to sandsynligheder: 

4 12 1 1 1
36 36 9 3 27( ) ( )P G P H⋅ = ⋅ = ⋅ =  

Da 1
18( )P H G∩ =  er forskellig fra 1

27 , er de to hændelser altså ikke uafhængige.   

□  
 

Øvelse 18 

Regn videre på eksempel 17: Hvad er sandsynligheden for G givet H, altså ( )P G H ?   
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Eksempel 19 

Marie og Kaja er kontorassistenter i et bygge-

firma. De har fået til opgave at læse korrektur på 

et dokument fra firmaets reklameafdeling. Marie 

opdager normalt ca. 80% af kommafejlene, mens 

Kaja normalt kun opdager ca. 60% af kommafej-

lene. De to damer sættes uafhængigt af hinanden 

til at læse korrektur på materialet. Hvad er sand-

synligheden for, at en given kommafejl slipper 

uopdaget forbi begge kontorassistenter? 

Løsning: Vi indfører følgende hændelser: 

  A: Marie opdager kommafejlen 

  B: Kaja opdager kommafejlen 

Hændelsen A B∪  kan formuleres: Mindst én af 

damerne opdager fejlen. Vi skal have fat i kom-

plementærhændelsen ( )cA B∪ : Hverken Marie eller Kaja opdager fejlen. Lad os først 

udregne sandsynligheden for førstnævnte hændelse ved brug af sætning 9a): 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0,80 0,60 0,80 0,60

0,92

P A B P A P B P A B

P A P B P A P B

∪ = + − ∩

= + − ⋅

= + − ⋅

=

 

hvor vi i 2. lighedstegn har brugt, at hændelserne A og B er uafhængige, hvilket er rime-

ligt. Der er altså 92% sandsynlighed for, at mindst én opdager fejlen. For at bestemme 

sandsynligheden for den modsatte (komplementære) hændelse, bruger vi sætning 9c): 

(( ) ) 1 ( ) 1 0,92 0,08cP A B P A B∪ = − ∪ = − =  

Der er altså kun 8% sandsynlighed for, at fejlen slipper under radaren hos begge.   

□  
 

Sætning 20 

Antag at A og B er uafhængige hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Så er føl-

gende hændelser også uafhængige to og to: A  og cB , cA  og B  samt cA  og cB .  

 

Bevis: Vi nøjes med at vise første påstand. Den næste 

fås da af symmetrigrunde. Uafhængigheden mellem 

komplementærmængderne er overladt til læseren i op-

gave 3.3. Mængderne A B∩  og cA B∩  udgør en 

klassedeling af A, eftersom mængderne er indbyrdes 

disjunkte, og fordi deres foreningsmængde er lig med 

hele A, dvs. ( ) ( )cA B A B A∩ ∪ ∩ = . Vi kan da ud-

regne sandsynligheden ved at udnytte sætning 9d): 

U

B

A

A BÇ

A BÇ
c
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( ) ( ) ( )cP A B P A B P A∩ + ∩ =  

Trækkes første led fra på begge sider og udnyttes det, at A og B er uafhængige, fås: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1 ( )) ( ) ( )c cP A B P A P A P B P A P B P A P B∩ = − ⋅ = ⋅ − = ⋅  

hvormed det ønskede er vist.  

□  
 

Øvelse 21 

Argumentér for, at den hændelse, vi ønskede sandsynligheden bestemt for i eksempel 19, 

alternativt kan udtrykkes c cA B∩ . Benyt nu sætning 20 til at bestemme sandsynligheden 

fra eksempel 19 på en ny måde, nemlig som ( ) ( )c cP A P B⋅ .   

 

 

Bemærkning 22 

Begrebet betinget sandsynlighed kan måske bringe forvirring hos nogle: Hvordan kan 

man spørge om sandsynligheden for en hændelse A, givet en anden hændelse B? Nogle 

vil måske hævde, at når eksperimentet er udført, så må sandsynligheden enten være 1 

eller 0 alt efter om A indtraf eller ej. Det skal imidlertid ikke betragtes på denne måde. 

Det handler derimod om, hvad den enkelte person ved. Når personen erhverver ny viden 

om det eksperiment, som er udført (eller tænkes udført), så vil sandsynligheden for at 

hændelsen af A er sket – set fra personens synspunkt – skulle opdateres!  

□  
 

Hvordan definerer man uafhængighed, når der er mere end to hændelser? Dette er faktisk 

ikke helt oplagt. Antag givet n hændelser 1 2, , , nA A A… . Man kunne vælge at sige, at 

hændelserne to og to skal være uafhængige, det som kaldes parvis uafhængighed. Denne 

definition sikrer imidlertid ikke, at man har multiplikationsreglen til rådighed:   

(4)     1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n nP A A A P A P A P A∩ ∩ ∩ = ⋅… ⋯  

Da denne regel er yderst vigtig i beregninger, vælger man at forøge kravene: Man vil 

forlange, at hvis man tager et vilkårligt udvalg af de n hændelser, så skal sandsynligheden 

for deres fællesmængde være lig med produktet af deres sandsynligheder:   

 

Definition 23 

Hændelserne 1 2, , , nA A A…  siges at være uafhængige (eller indbyrdes uafhængige), 

såfremt der for ethvert udvalg af indices 1 2, , , ki i i…  mellem 1 og n gælder:  

1 2 1 2
( ) ( ) ( ) ( )

k ki i i i i iP A A A P A P A P A∩ ∩ ∩ = ⋅… ⋯  

 

Ved regninger analoge til dem i beviset for sætning 20 kan man ret nemt vise, at hvis 

1 2, , , nA A A…  er uafhængige, og man udskifter et vilkårligt udvalg af disse hændelser 

med deres komplementære hændelser, så vil disse også være uafhængige.  
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En typisk situation, hvor uafhængighed mellem flere end to hændelser finder anvendelse, 

er tilfældet, hvor et basiseksperiment udføres adskillige gange. Lad os kigge på et eksem-

pel.  

 

 

Eksempel 24 

Hvad er sandsynligheden for ved fire kast med en terning at få mindst én toer. 

Løsning:  Eksperimentet er, at der kastes fire gange med en terning. Lad 1A  være hæn-

delsen, at der i første kast kommer en to'er, 2A  være hændelsen, at der i andet kast viser 

sig en to'er, etc. Det er oplagt at disse hændelser er indbyrdes uafhængige. Vi indser også, 

at den komplementære hændelse til "mindst én to'er i fire kast" er hændelsen "ingen to'ere 

i fire kast". Ifølge sætning 9c) haves derfor: 

( )

1 2 3 4

1 2 3 4

45
6

(mindst en to'er i fire kast) 1 (ingen to'ere i fire kast)

1 ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )

1

0,518

c c c c

c c c c

P P

P A A A A

P A P A P A P A

= −

= − ∩ ∩ ∩

= − ⋅ ⋅ ⋅

= −

=

 

Her er c
iA  hændelsen, at der ikke kommer en to'er i i'te kast. Sandsynligheden herfor fås 

igen af sætning 9c): 51
6 6( ) 1 ( ) 1c

i iP A P A= − = − = . Vi konkluderer af ovenstående, at 

sandsynligheden for at få mindst én to'er ved fire kast med en terning er 51,8%.  

□  
 

Eksempel 25 

I mange tilfælde kan man ikke udregne en 

sandsynlighed i ét hug, som var tilfældet i ek-

sempel 24, men må dele problemet op. Lad os 

betragte hændelsen A: "Der fås netop 2 femme-

re ved fire kast med en terning". Lad iA  være 

hændelsen "det i'te kast gav en femmer". Man 

kan da dele hændelsen A op i seks delhændel-

ser, som vist på figuren til højre. Her betyder 

1 2 3 4
c c

A A A A∩ ∩ ∩  hændelsen, at de første to 

kast gav femmere, mens de sidste to gav "ikke-

femmere". Tilsvarende med de øvrige. Det er oplagt, at de seks delhændelser har A som 

foreningsmængde, og at de er indbyrdes disjunkte. Der er altså tale om en klassedeling! 

Det betyder, at vi kan bruge sætning 9d) til at konkludere, at sandsynligheden for A er 

summen af sandsynlighederne for hver af de seks delhændelser. Sandsynligheden for den 

første er: ( ) ( )2 25 5 51 1 1
1 2 3 4 6 6 6 6 6 6( )c c

P A A A A∩ ∩ ∩ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ . De fem andre delhændelser har 

faktisk samme sandsynlighed, hvilket betyder at ( ) ( )2 251
6 6( ) 6P A = ⋅ ⋅ . Til den interesse-

rede læser kan det i øvrigt nævnes, at vi i dette eksempel har bevæget os ind på området 

med den såkaldte Binomialfordeling. Ikke mere om dette her! 

 

U
A

A A A A1Ç Ç Ç2 3 4

c c

A A A A1Ç Ç Ç2 3 4

cc

A A A A1Ç Ç Ç2 3 4

c c

A A A A1Ç Ç Ç2 3 4

c c

A A A A1Ç Ç Ç2 3 4

c c

A A A A1Ç Ç Ç2 3 4

c c
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4. Bayes' formel 

Vi skal i dette afsnit præsentere den vigtige Bayes' formel, som er meget brugbar, fordi 

den i en vis forstand sætter os i stand til at "vende tingene på hovedet". Normalt har man 

givet nogle udgangssandsynligheder (a priori sandsynligheder), og på baggrund af dem 

kan man udregne sandsynligheden for forskellige hændelser. Bayes' formel giver mulig-

hed for at vurdere udgangssandsynlighederne givet en viden (evidence) om udfaldet af 

eksperimentet (a posteriori). På engelsk taler man om Prior Probability, henholdsvis 

Posterior Probability. Bayes' formel kan angives i en simpel version og en fuld version. 

Vi starter med at bevise og formulere nogle sætninger. Hvis de forekommer lidt abstrakte, 

kan du starte med eksemplerne og vende tilbage til sætningerne senere.  

 

Sætning 26 (Bayes' formel – simpel version) 

Lad A og B være hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt, med ( ) 0P B ≠ . Da gælder 

følgende formel for den betingede sandsynlighed for A givet B: 

(5)      
( ) ( )

( )
( )

P B A P A
P A B

P B

⋅
=  

  

Bevis: Formlen følger faktisk direkte fra definition 12 eller den umiddelbart afledte sæt-

ning 14. Vi kan udtrykke sandsynligheden for fællesmængden på to måder: 

(6)      ( ) ( ) ( )P A B P A B P B∩ = ⋅  

(7)      ( ) ( ) ( )P A B P B A P A∩ = ⋅   

Sættes de to udtryk lig med hinanden, fås (5) umiddelbart.  

□  
 

 

Sætning 27 (Den totale sandsynlighed) 

Lad 1 2, , , nA A A…  være en klassedeling af udfaldsrummet U i et endeligt sandsynlig-

hedsfelt. For en vilkårlig hændelse B i sandsynlighedsfeltet gælder: 

(8)      
1

( ) ( ) ( )
n

i i

i

P B P B A P A
=

= ⋅∑   

 

Bevis: For hver af mængderne iA  i klassedelingen tager vi fællesmængden med B. Da vil 

følgen 1 2, , , nA B A B A B∩ ∩ ∩…  udgøre en klassedeling af mængden B, som det er il-

lustreret på figuren. Af sætning 9d) følger det da, at  

(9)       
1

( ) ( )
n

i

i

P A B P B
=

∩ =∑    

Det ønskede følger da af sætning 14.  

□  
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Sætning 28 (Bayes' formel) 

Lad 1 2, , , nA A A…  være en klassedeling af udfaldsrummet U i et endeligt sandsynlig-

hedsfelt. Da gælder for enhver hændelse B med ( ) 0P B ≠ : 

(10)      

1

( ) ( )
( )

( ) ( )

kk
k n

i i

i

P B A P A
P A B

P B A P A
=

⋅
=

⋅∑
 

 

Bevis: Følger straks af sætning 26 og 27.  

□  
 

Ikke sjældent har man brug for Bayes' formel i en situation, hvor klassedelingen af ud-

faldsrummet U kun består at to mængder, nemlig en mængde A og dens komplementær-

mængde cA . I det tilfælde bliver Bayes' formel (10) til følgende: 

(11)     
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

c c

P B A P A
P A B

P B A P A P B A P A

⋅
=

⋅ + ⋅
 

Inden vi går til eksempler på brug af Bayes' formel, skal vi formulere en anden vigtig 

sætning, der siger noget om betingede sandsynligheder.  

 

Sætning 29 

Lad 1 2, , , nA A A…  være en klassedeling af udfaldsrummet U i et endeligt sandsynlig-

hedsfelt. Da gælder for enhver hændelse B med ( ) 0P B ≠ : 

(12)        
1

( ) 1
n

i

i

P A B
=

=∑  

 

A B2Ç

A B4Ç

A B5Ç

A B6Ç

A B7Ç

U

A2

A3

A6

A7

A8

A4

A5

A1

B
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Bevis: Ved brug af blandt andet definition 12, sætning 14 og sætning 27 om den totale 

sandsynlighed har vi: 

1 1 1

1

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) 1

( ) ( )

n n n
i ii

i

i i i

n

i i

i

P B A P AP A B
P A B

P B P B

P B A P A P B
P B P B

= = =

=

⋅  ∩
= =   

   

= ⋅ ⋅ = ⋅ =

∑ ∑ ∑

∑
 

□  
 

I ovennævnte specielle tilfælde, hvor klassedelingen af U kun består af to mængder, dvs. 

en mængde A og dens komplementære mængde cA , reducerer (12) til: 

(13)       ( ) ( ) 1cP A B P A B+ =  

Denne er ganske nyttig i praksis.  

 

Vi skal først se et eksempel på brug af den vigtige sætning 27 om den totale sandsyn-

lighed. Idéen er at foretage en fornuftig klassedeling af udfaldsrummet.  

 

 

Eksempel 30 

Claus er ansat hos Røde Kors og har fået som opgave at ringe til 

tilfældigt udvalgte personer i Københavnsområdet for at bede om 

pengedonationer. En computer foretager den tilfældige udvælgel-

se i blandt telefonnumre i Frederiksberg, Ballerup og Lyngby-

Taarbæk kommune. En tidligere stikprøve har vist, at ca. 41% af 

beboerne på Frederiksberg giver et bidrag, mens tallene for Ballerup og Lyngby-Taarbæk 

er henholdsvis 22% og 34%. Befolkningsfordelingen i de tre kommuner er henholdsvis 

50%, 24% og 26%. Hvad er sandsynligheden for, at et tilfældigt opkald fører til en dona-

tion?  

 

Løsning: Eksperimentet består i, at en tilfældig person udtrækkes. Udfaldsrummet er 

mængden af alle personer fra de tre områder. Vi antager at alle har telefon og vil svare, 

hvis de bliver ringet op. Vi kan nu definere følgende hændelser:  

     F : Personen er fra Frederiksberg kommune 

     B : Personen er fra Ballerup kommune 

     L : Personen er fra Lyngby-Taarbæk kommune 

     D : Personen donerer et beløb 

Det er oplagt, at vi skal bestemme ( )P D , altså sandsynligheden for donation uden betin-

gelser! Vi kender imidlertid kun nogle betingede sandsynligheder for donation, for ek-

sempel at sandsynligheden for at personen donerer, givet at denne bor på Frederiksberg, 

er lig med 41%, altså ( ) 0,41P D F = . På tilsvarende vis har vi, at ( ) 0,22P D B = samt at 

( ) 0,34P D L = . Endeligt har vi ( ) 0,50P F = , ( ) 0,24P B =  og ( ) 0,26P L = .   
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som faktisk er nøjagtigt det samme udtryk, som man får ved at sætte ind i Bayes' formel 

i sætning 27. Vi har altså fået vendt problemet "på hovedet": Vi udregner ( )P F D  ud fra 

( )P D F  med mere. Når vi sætter tal ind, får vi: 

0,41 0,50 0,2050
( ) 0,592

0,41 0,50 0,22 0,24 0,34 0,26 0,3462
P F D

⋅
= = =

⋅ + ⋅ + ⋅
 

Der er altså 59,2% sandsynlighed for, at den donerende person er fra Frederiksberg.  

□  
 

 

Eksempel 32  (Test for sygdom) 

Vi skal nu kigge på et eksempel, som på bedste vis 

illustrerer rækkevidden af Bayes' formel. Det er 

samtidig en situation af ret generel karakter. Et 

screeningsprogram for en given sygdom sættes i 

gang for en større persongruppe, uden at der er tale 

om forudgående symptomer. En person fra grup-

pen får oplyst, at dennes test viser positiv. Det 

vides, at 1 ud af 1000 indbyggere i befolkningen 

har sygdommen. Som det er tilfældet for alle mu-

lige andre testmetoder, er den pågældende ikke 

perfekt: I 2% af testene fås en falsk-positiv og i 5% 

af tilfældene en falsk-negativ test. Hvad er sand-

synligheden for, at personen rent faktisk har syg-

dommen? 

 

Løsning: Der er to ting i spil her: Om personen har 

sygdommen eller ej, samt om testen viser positiv 

eller negativ. Meget i stil med eksperimentet med to terninger, forestiller vi os et over-

ordnet multieksperiment, der består af to deleksperimenter. Det ene er at undersøge, om 

personen har sygdommen. Det andet består i at foretage testen. Der er fire udfald i ud-

faldsrummet: (har sygdom, positiv test), (har ikke sygdom, positiv test), (har sygdom, 

negativ test) og (har ikke sygdom, negativ test). Vi indfører de to hændelser: 

      T : "Testen viser positiv" 

      S : "Personen har sygdommen" 

Hændelsen S er mængden { }(har sygdom, positiv), (har sygdom, negativ) , mens T er 

mængden { }(har sygdom, positiv test), (har ikke sygdom, positiv test) . Det overlades til 

læseren at finde ud af, hvilke udfald, der ligger i hver af de komplementære hændelser 
cS  og cT . Af oplysningen om falsk-positiv uddrager vi følgende: ( ) 0,02

c
P T S = . Heraf 

får vi automatisk at ( ) 1 ( ) 1 0,02 0,98
c ccP T S P T S= − = − =  (se eventuelt (13) side 18). 

De øvrige sandsynligheder overlades til læseren. Sætning 9c) skal her igen bringes i spil. 

Vores opgave er at bestemme sandsynligheden for, at personen har sygdommen, men med 

viden om at testen er positiv. Vi skal med andre ord beregne den betingede sandsynlighed 

( )P S T . Det er oplagt at benytte Bayes' formel. 
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Vi bemærker, at der er ganske mange personer, som tester positiv, men ikke har sygdom-

men. En lille procent af et stort tal, her 2% af 99900, giver i dette tilfælde et pænt stort 

tal. Det er årsagen til den overraskende lille chance for at have sygdommen, selv om man 

tester positiv. Der er altså 95 ud af de 95 1998 2093+ = , der tester positive, som har 

sygdommen, i alt en andel på 95 (95 1998) 0,045 4,5%+ = = .  

□  
 

Eksempel 33  (Monty Hall problemet) 

I et TV show skal en spiller åbne én ud af tre døre og får som præmie det, der står bag 

døren. Bag en af dørene står hovedpræmien, som er en splinterny Cadillac, mens der bag 

de andre to døre befinder sig en ged. I første omgang bliver spilleren bedt om at vælge en 

dør uden at åbne den. Studieværten ved bag hvilken dør hovedpræmien befinder sig og 

vælger blandt de to ikke-valgte døre at åbne en, som skjuler en ged. Derefter får spilleren 

valget mellem at åbne den dør, denne valgte i første omgang, eller at skifte til den anden 

uåbnede dør og åbne den. Hvad bør spilleren vælge at gøre?  

 

Lad os præcisere: 

1) Studieværten åbner altid en dør, som skjuler en ged.  

2) Studieværten åbner aldrig den dør, spilleren har valgt. 

3) Hvis studieværten kan åbne mere end én dør uden at overtræde de to første regler, så 

vælger studieværten sin dør tilfældigt.     

 

Ifølge artiklen [9] går dette berømte problem mindst tilbage til 1959, hvor Martin Gardner 

havde en version af opgaven i sin klumme i Scientific American. Siden er opgaven dukket 

op diverse steder. Versionen, som florerer i dag, er navngivet efter en vært fra et gammelt 

amerikansk TV show. Han brugte kunstnernavnet Monty Hall.  

0.001

0.95

0.05

0.02

0.98

0.999

100

99900

5

97902

95

1998

100000

S

S,T

S,T
c
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c

S
c
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(17)      
1

2 3 3 2
2 3 31 1

3 6 3

( )
( )

( )

P C V
P C V

P V

∩
= = =

+
   

jf. definition 12 på betinget sandsynlighed. Vi får altså præcist det samme som i udreg-

ningen (16) … naturligvis!   

   

Det har vist sig, at langt de fleste opgaveløsere mener, at sandsynligheden for at vinde 

Cadillac'en er lige stor, hvad enten spilleren bliver ved sit førstevalg eller skifter dør. De 

pågældende mener ikke, at værtens handling ændrer på noget. Men det er forkert! Ved 

sin handling giver han faktisk spilleren noget information. Værten kunne jo ikke åbne dør 

1, som spilleren startede med at vælge, heller ikke selv om der var en ged bag den. Med 

dør nr. 2 ved man derimod ikke, om værten fravalgte at åbne den, fordi Cadillac'en var 

bag den, eller hun blot valgte dør nr. 3, fordi hun valgte tilfældigt mellem dør 2 og dør 3. 

Situationerne er altså ikke symmetriske. Informationen gør det mere sandsynligt, at Ca-

dillac'en befinder sig bag dør nr. 2.   

 

En helt anden ting er, at de personer, som har deltaget i spillet, i stor udstrækning har 

valgt ikke at skifte dør. Årsagen er psykologisk. Det føles simpelthen mere ærgerligt at 

skifte standpunkt og se, at man skulle være blevet ved sit førstevalg, end at blive ved sit 

førstevalg og se, at man skulle have skiftet. Denne psykologiske mekanisme har endda 

vist sig at fungere på tværs af kulturer.    

 

I [9] gives flere varianter af Monty Hall problemet, nogle endda med flere spillere eller 

flere døre. I opgave 4.7 i opgavesektionen kan du finde en variant.  

□  
 

 

5. Bayes' formel på odds form 

I England betyder fx odds 3:1 eller 3/1, at man vinder 3 ved en indsats på 1. Denne tan-

kegang kan benyttes i en reformulering af Bayes' formel på odds form, forstået på den 

måde, at man ønsker et udtryk for sandsynligheden for en hypotese H (hændelse) i forhold 

til sandsynligheden for den komplementære hændelse, både med og uden viden eller evi-

dence givet ved hændelsen E.  

 

Sætning 34  (Bayes' formel på odds form) 

Lad H og E være to hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Da gælder: 

(18)     

a priori oddsa posteriori odds Bayes' faktor

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
c c c

P H E P E H P H

P H E P HP E H
= ⋅

�������� �����

 

 

Bevis: Benyt (5) i sætning 26 til at finde udtryk for henholdsvis ( )P H E  og ( )cP H E . 

Divider derefter og reducer. Detaljerne overlades til læseren. □  
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Brøken på venstre side i (18) kan tolkes som odds til gunst for hypotesen H, givet infor-

mationen E. Den kaldes derfor også passende for a posteriori odds, fordi det er opdaterede 

odds efter viden er opnået. Den sidste brøk på højre side af lighedstegnet kan derimod 

tolkes som odds til gunst for hypotesen H før viden er opnået, hvorfor den også kaldes a 

priori odds. Endelig er der den første brøk på højre side af lighedstegnet. Den kaldes 

Likelihood Ratio eller Bayes' faktor. Det er denne faktor, som skal ganges på a priori odds, 

for at få a posteriori odds. Den fortæller noget om, hvor kraftigt odds ændrer sig, når der 

kommer ny viden til! Er faktoren større end 1, vil odds for hypotesen H øges, efter den 

nye viden er erhvervet. På samme måde vil odds for hypotesen mindskes med den nye 

viden, hvis Bayes' faktor er mindre end 1.       

 

Bemærkning 35 

Det bør nævnes, at når man sammenligner med det engelske begreb odds, så er det ikke 

gevinsten ved et spil, for de er jo i en vis forstand omvendt proportionale med sandsyn-

lighederne: Jo mindre sandsynlighed, jo større odds på gevinsten. Så længere holder ana-

logien altså ikke. Hos os er det odds på sandsynligheder! 

 

Man kan generalisere sætning 34 til følgende: 

 

Sætning 36  (Bayes' formel på relative odds form) 

Lad 1H  og 2H  være to hypoteser (hændelser) og E være viden (en hændelse) i et 

endeligt sandsynlighedsfelt. Da gælder følgende: 

(19)     1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P H E P E H P H

P H E P E H P H
= ⋅  

 

Bevis: Analogt til sætning 34. Overlades til læseren.  

□  

 

Eksempel 37 

Lad os kigge på eksempel 32 med test for sygdom igen. Vi har der: 

( ) ( ) ( ) 0,95 0,001
47,5 0,001 0,0475

0,02 0,999( ) ( )( )
c c c

P S T P T S P S

P S T P SP T S
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =  

Bayes faktor er her 47,5. Helt uden at udregne a priori odds kan vi altså sige, at viden om 

den positive test forøger sandsynligheden for at personen er syg med en faktor 47,5. Da 

a priori odds imidlertid er meget små, er sandsynligheden for, at personen har sygdommen 

selv efter kendskab til testresultatet, stadig pænt lille.   

□  
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6. Bayes' formel i retsvidenskab 

Retsvidenskab er et andet eksempel 

på et område, hvor Bayes' formel og 

andre sider af sandsynlighedsregnin-

gen kommer i spil. Derfor fortjener 

emnet sit eget afsnit. I vores retssy-

stem kan en dom afsiges på grundlag 

af et bevis og/eller en række indicier. 

Politiet og anklagemyndigheden skal 

bevise uden for enhver rimelig tvivl, 

at den tiltalte er skyldig i tiltalen. 

Men hvad ligger der i denne formu-

lering? En lidt mere matematisk må-

de at sige det på vil være at forlange, at sandsynligheden for, at den tiltalte er skyldig, 

givet beviserne, skal være tilstrækkelig stor, før man fælder dom. Præcis hvor høj er mere 

diffust. Vores retssystem er også sådan indrettet, at man så vidt muligt sætter en dyd i at 

inddrage menigmand og ikke bare professionelle dommere i bedømmelsen. Det sker gen-

nem anvendelsen af nævninge i udvalgte sager. Derved sikres en højere grad af legitimitet 

i befolkningen. Udover indhentningen af ekspertvurderinger er det også meningen, at 

nævningene skal anvende deres "sunde fornuft" i afgørelsen, dog støttet af dommerens 

vejledning og anvisning. Systemet fungerer udmærket i mange sager, men undertiden 

bliver problemstillingerne så komplekse, at mennesker ikke kan overskue dem, eller den 

sunde fornuft fejler afgørende. Det sidste foregår også i helt simple problemstillinger: 

Fremførte argumenter kan synes meget overbevisende, men kan være logisk inkonsisten-

te. At disse argumenter slipper igennem "filteret" kan være fatalt for den tiltalte. Vi skal 

i dette afsnit analysere argumenterne matematisk og kigge på konkrete retssager, hvor der 

blev begået alvorlige fejl.    

 

 

Anklagerens fejlslutning 

Vi antager at der er sket en forbrydelse, hvor der er fundet blod på gerningsstedet udover 

blodet fra offeret. En mistænkt, hvis blodtype matcher blodet fra gerningsstedet, er 

anholdt. Kun 1% af befolkningen har den pågældende blodtype. Da ser man undertiden 

anklageren anvende nedenstående fejlagtige følgeslutning:  

 

Der er 1% chance for at tiltalte ville have samme blod-

type, hvis han var uskyldig.  

⇓  

Der er 1% chance for at tiltalte er uskyldig.  

⇓  

Der er 99% sandsynlighed for at tiltalte er skyldig. 
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Analyse: Hypotesen H og viden E er følgende hændelser: 

E : Anklagedes blodtype matcher blodet fra gerningsstedet 

H : Anklagede var ikke på gerningsstedet 

 

Faktisk er sidstnævnte følgeslutning i rammen korrekt, men da førstnævnte er forkert, 

bryder argumentationen sammen. Anklageren tror fejlagtigt, at ( ) 0,01P H E = . Havde 

det været rigtigt, ville der rigtignok gælde: ( ) 1 ( ) 1 0,01 0,99cP H E P H E= − = − =  (se 

evt. sætning 29), altså en sandsynlighed på 0,99 for at anklagede var på gerningsstedet, 

givet viden om at blodtyperne matcher. Vi antager her, at det at have været på gernings-

stedet er ækvivalent med at være skyldig! Men anklageren tager altså fejl: der gælder 

( ) 0,01P E H = ! På engelsk går forvekslingen under betegnelsen the fallacy of the trans-

posed conditional eller i denne sammenhæng: The Prosecutors Fallacy. Anklageren får 

altså vendt rundt på hændelserne i den betingede sandsynlighed. Vi kan dog godt forsøge 

at vurdere den "omvendte betingede sandsynlighed", nemlig ved at anvende Bayes' for-

mel. Hertil får vi brug for a priori sandsynligheden ( )P H . I fraværet af anden viden, 

antager vi, at alle 5000 mandlige indbyggere i den lille by er mistænkte, og at de er lige 

sandsynlige gerningsmænd. Sidstnævnte kan naturligvis diskuteres; man kan eventuelt 

indskrænke til et bestemt aldersinterval. Foreløbig gør vi det dog simpelt. Sandsynlighe-

den for, at tiltalte var på gerningsstedet, er dermed 1/5000, og sandsynligheden for, at han 

ikke var der, fås ved at trække første sandsynlighed fra 1: 1
5000( )c

P H =  og 4999
5000( )P H = . 

Vi får af Bayes' formel (se (11)): 

(20)    
4999
5000

4999 1
5000 5000

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

0,01

0,01 1

0,980

c c

P E H P H
P H E

P E H P H P E H P H

⋅
=

⋅ + ⋅

⋅
=

⋅ + ⋅

=

 

og dermed ( ) 1 ( ) 1 0,980 0,020cP H E P H E= − = − = . Altså en sandsynlighed på blot 

2,0% for at anklagede er den skyldige, ikke 99%!  

□  
 

Anklagerens fejlslutning (Prosecutors Fallacy) er et betydeligt problem i retssale ikke 

mindst, når der er tale om alvorlig kriminalitet og retssager, hvor et af hovedargumenterne 

er af statistisk art. Blot en lille sproglig drejning giver et helt andet og forkert indhold. 

Den begås ikke blot af anklageren, men også undertiden ubevidst af forsvareren. Den 

begås af dommere, journalister og selv kriminaltekniske videnskabsfolk, der er indkaldt 

som vidner, kan også i et uskarpt øjeblik blive fanget i at bruge den. Det er derfor ikke 

underligt, at jurymedlemmer ofte begår fejlen, enten fordi de selv foretager fejlslutningen 

i hovedet eller får overbragt den i retssalen. En del ansøgninger om en appelsag bliver 

imødekommet, netop fordi man har opdaget at anklagerens fejlslutning er blevet anvendt 

undervejs i den oprindelige retssag. I [14] kan man fra side 244 og frem finde diverse 

eksempler, hvor fejlslutningen har været i spil.  
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Forsvarerens fejlslutning 

Forsvarerens fejlslutning (Engelsk: Defendant's Fallacy) er et slags modstykke til ankla-

gerens fejlslutning. Den har overvejende en tendens til at nedtone sandsynligheden for 

tiltaltes skyld. Typisk bagatelliseres et spor i sagen, hvorefter det foreslås, at sporet kan 

ignoreres eller tages ud af sagen. Lad os se på et eksempel fra [16]:  

 

En kvinde er blevet dræbt og hendes ægtemand er anklaget for at 

være gerningsmanden. Under sagen kommer det frem, at manden 

har været voldelig over for sin kone igennem længere tid.  

 

Forsvarsadvokaten fremfører, at hans klients misbrug bør udelukkes 

fra sagen, fordi kun 1 ud af 10000 mænd, som misbruger deres kone, 

efterfølgende dræber dem.    

 

 

Analyse: Vi har en hypotese H om skyld samt to beviser 1E  og 2E :  

1E : Konen er myrdet 

2E : Ægtemanden har været voldelig overfor sin kone igennem længere tid 

H : Ægtemanden har myrdet sin kone 

 

Den størrelse forsvarsadvokaten nævner er 1
2 10000( )P H E = , men den er ikke relevant, da 

den ikke tager hensyn til det andet bevis i sagen, nemlig at konen er myrdet! Det er altså 

1 2( )P H E E∩ , ofte skrevet 1 2( , )P H E E , som vi ønsker. Vi ser på situationen i opgave 

6.5. Med de ekstra oplysninger angivet i opgaven, vil man komme frem til, at ægte-

mandens skyld vokser fra 1( ) 0,20P H E =  til 1 2( , ) 0,56P H E E = , altså fra 20% til knap 

56%, når oplysningen om vold i hjemmet tilføjes. Dette tal er ikke uvæsentligt.  

□  
 

Eksempel 38  (Lucia de Berk sagen) 

I et autentisk eksempel fra 2003 blev den hollandske sygeplejerske Lucia de Berk idømt 

fængsel på livstid for at have dræbt 4 patienter og forsøgt drab på 3 andre. Man havde 

fundet frem til, at Lucia havde været fysisk tilstede, mens mange af dødsfaldene på 

hospitalet fandt sted. Sagen byggede altovervejende på statistiske argumenter. En statis-

tiker havde udregnet odds for, at det kunne være sket ved en ren tilfældighed – dvs. hvis 

hun var uskyldig – og var kommet frem til odds 1 til 342 millioner. Herefter gjorde dom-

stolen og stort set alle andre, der var involveret i sagen, sig skyldig i anklagerens fejlslut-

ning. I denne situation vil den lyde således: Sandsynligheden for at kvinden er uskyldig 

er 1/342000000. Heldigvis var der en videnskabsteoretiker Ton Derksen, der sammen 

med sin søster Metta de Noo-Derksen undrede sig over sagen. De udgav omkring 2006 

en bog om det de mente var en fejlbehæftet rettergang. Senere kom matematikeren Ric-

hard Gill fra Leiden ind i billedet. Gill fandt frem til, at førstnævnte statistikers vurdering 
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fængsel på livstid. Hovedanklagen mod de seks bestod i, at de havde spor af nitroglycerin 

på hænderne. Det var i hvert fald hvad en såkaldt Griess test viste. En kriminaltekniker 

udtalte i retten, at han var 99% sikker på, at de anklagede havde spor efter sprængstoffer 

på deres hænder. Lad os betragte følgende to hændelser: 

  H : De anklagede har håndteret sprængstoffer 

  E : En prøve fra de anklagedes hænder giver en positiv Griess test 

Der er imidlertid mange andre stoffer end nitroglycerin, som kan give anledning til et 

positivt testresultat. Det er for eksempel tilfældet for maling, lak, spillekort, jord, benzin, 

cigaretter og sæbe. Kriminalteknikeren forveksler ( )P E H  med ( )P H E  og begår der-

med anklagerens fejlslutning. Det kan meget muligt være sandt, at sandsynligheden for 

at få en positiv Griess test, hvis man har håndteret sprængstoffer, er i nærheden af 99%. 

Det betyder dog ikke nødvendigvis, at sandsynligheden for, at de anklagede har håndteret 

sprængstoffer, givet at de har fået et positivt testresultat, også er 99%! Det skal siges, at 

vi her antager, at H er synonym med skyldig.  

 

I 1991 blev en appelansøgning accepteret efter aviser, dokumentarudsendelser og bøger 

havde rejst tvivl om dommen. Den 14. marts 1991, efter at have siddet ca. 16 år i fængsel, 

blev de fængslede frikendt efter en retshandling, hvor den tidligere dom blev erklæret 

usikker og utilfredsstillende. Forsvaret havde succes med at overveje ( )
c

P E H , altså at 

få en positiv Griess test, givet at de ikke havde håndteret sprængstoffer, altså var uskyl-

dige. Eftersom nogle af de seks personer røg, samt at de havde spillet kort på et tog kort 

før anholdelsen, blev det godtgjort, at den betingede sandsynlighed ( )
c

P E H  for "falske 

alarm" var ret stor. Dette bevirker, at Bayes-faktoren ( ) ( )
c

P E H P E H  ikke er særlig 

stor, hvorfor betydningen af bevismaterialet ikke bidrager meget til sagens opklaring. I 

erkendelsen af dette samt af det faktum, at der ikke var andre væsentlige spor i sagen, 

blev dommen omstødt. De dømte modtog alle store erstatninger.     

□  
 

Vi har ovenfor set, at Bayes-faktoren for skyld knytter sig til et bestemt bevis E i sagen. 

Bayes-faktoren for uskyld er blot den reciprokke brøk. Det er hensigtsmæssigt at frem-

hæve nogle egenskaber for Bayes-faktoren for skyld:  

 

Sætning 40 

Lad H være hypotesen (hændelsen), at tiltalte er skyldig, og lad E være et bevis i sagen. 

Da kan Bayes-faktoren B for skyld bruges til at konkludere følgende: 

1B > : Beviset er til fordel for anklageren 

1B < : Beviset er til fordel for forsvareren 

1B = : Der er tale om et neutralt bevis, dvs. det taler hverken til fordel for anklage-

  ren eller forsvareren.  

 



© Erik Vestergaard – www.matematiksider.dk  33 
 

Bevis: Vi husker at ( ) ( )
c

B P E H P E H= . Sætning 34 giver umiddelbart det ønskede, 

idet forholdet mellem sandsynligheden for skyld og sandsynligheden for uskyld ændres 

med Bayes-faktoren, når det nye bevis inddrages. Detaljerne overlades til læseren. 

□  
 

Eksempel 41  (Adams sagen) 

I 1991 blev en ung kvinde, Miss Mar-

ley, udsat for en voldtægt, da hun gik 

hjem i de tidlige morgentimer i en by 

lidt nord for London. I kvinden fandt 

man sæd, som man lod DNA-under-

søge. Politiet holdt resultatet op mod 

DNA-profilerne i deres database. I be-

gyndelsen af 90'erne var politiets data-

base med DNA profiler ikke stor, og 

det resulterede da heller ikke i noget 

match. Sagen blev henlagt. To år senere blev Denis John Adams anholdt i forbindelse 

med en anden seksuel krænkelse. Det viste sig, at hans DNA matchede DNA for den sæd, 

man havde fundet to år tidligere. Manden blev anholdt. Al anden evidens, udover DNA-

sporet, talte for Adams uskyld. Offeret havde for eksempel ikke været i stand til at udpege 

den anholdte i et line-up. Desuden havde Adams et alibi derved, at hans kæreste havde 

bekræftet, at de to havde været sammen hele dagen, mens forbrydelsen havde fundet sted.  

 

Under retssagen, som fandt sted i januar 1995, fremlagde anklageren DNA-beviset som 

et stærkt kort. Det blev estimeret, at sandsynligheden for at en uskyldig ville have samme 

DNA-profil som den fra gerningsstedet, ville være som 1 ud af 200.000.000. Det var 

rettens idé at DNA-beviset skulle håndteres som "videnskab" (science), mens de reste-

rende beviser skulle håndteres som "sund fornuft" (common sense) af juryen. På den måde 

blev Adams-sagen en slags testsag, hvor et stærkt videnskabeligt bevis blev holdt op mod 

en række vidnesbyrd af typen "sund fornuft". Forsvareren Mr. Thwaites angreb den måde 

man var kommet frem til sandsynligheden på de 1 ud af 200 mio. på. Derudover argu-

menterede forsvareren for, at udregningen af sandsynligheden i det kvantitative DNA-

bevis beroede på en række skøn indenfor feltet retsmedicin og således principielt ikke var 

væsentligt forskellig fra de "kvalitative sund fornuft" skøn, som indgik i forsvarets bevi-

ser. Derfor foreslog forsvaret, at kvantitative metoder også skulle benyttes til at vurdere 

betydningen af forsvarets beviser. Statistik-eksperten professor P. Donnelly blev ind-

draget som vidne, og han redegjorde for, at den eneste logiske og konsistente måde, hvor-

på juryen kunne bedømme både DNA-beviset og de øvrige beviser, var ved at anvende 

Bayes' formel. Mr. Donnelly anviste desuden et muligt spørgeskema, man kunne give 

jury-medlemmerne. Metoden blev accepteret af anklageren. Retten bekendtgjorde, at 

hvert enkelt jurymedlem kunne afgøre med sig selv, om de ville bruge det.         

 

Spørgeskemaet indeholdt syv spørgsmål. Hvert enkelt spørgsmål bestod i, at jurymed-

lemmet skulle estimere en sandsynlighed i forbindelse med fire beviser: 









© Erik Vestergaard – www.matematiksider.dk  37 
 

Sandsynligheden for et andet match 

Amerikaneren Jonathan J. Koehler, der har en grad i "adfærdsvidenskab" (Behavorial 

Science), skrev i 1993 den prisbelønnede artikel Error and Exaggeration in the Presen-

tation of DNA Evidence at Trial (se [15]). På side 33 beskriver han endnu en type fejl-

slutning begået i en konkret retssag fra Virginia. Fejlslutningen kan formuleres således:    

 

Oplyst: Sandsynligheden for at en given uskyldig person 

har et DNA, som matcher det aktuelle DNA fundet på 

gerningsstedet, er 1 ud af 705 mio.   

⇓  

Sandsynligheden for, at der er en anden person, der har 

samme DNA-profil som det DNA, som er fundet på ger-

ningsstedet, er 1 ud af 705 mio.  

 

Analyse: Fejlen her består i, at man slutter fra én konkret person til alle andre. Lad os 

indføre følgende to hændelser:  

kE :  DNA-profilen for person k matcher DNA på gerningsstedet 

E :  Mindst én af personerne i populationerne har en DNA-profil, som matcher DNA på 

gerningsstedet.  

Deres komplementære hændelser kan formuleres således:  

c
kE :  DNA-profilen for person k matcher ikke DNA på gerningsstedet 
cE :  Ingen af personerne i populationerne har en DNA-profil, som matcher DNA på ger-

ningsstedet.  

Lad N betegne populationens størrelse, og lad os vedtage, at den er på 1 mio. I sidste 

udsagn i rammen ovenfor ligger det implicit, at der menes mindst en anden person med 

samme DNA. Vi skal altså have udregnet ( )P E . Det er imidlertid noget nemmere at ud-

regne sandsynligheden for cE , for vi har nemlig 1 2
c c c c

NE E E E= ∩ ∩ ∩… .  

(22)     

1 2

1 2

1 2

10000001
705000000

( ) 1 ( )

1 ( )

1 ( ) ( ) ( )

1 (1 ( )) (1 ( )) (1 ( ))

1 (1 )

0,0014

c

c c c
N

c c c
N

N

P E P E

P E E E

P E P E P E

P E P E P E

= −

= − ∩ ∩ ∩

= − ⋅ ⋅ ⋅

= − − ⋅ − ⋅ ⋅ −

= − −

=

…

…

…

 

Hvor vi i linje 3 har udnyttet, at hændelserne 1 2, , , NE E E…  er uafhængige. I linje 4 er 

sætning 9c) benyttet. Det bemærkes i øvrigt, at ovenstående teknik er helt analog til, hvad 

vi foretog tidligere i eksempel 24. Vi konkluderer, at sandsynligheden for et match i po-

pulationen er 1,4 promille, men altså ingenlunde så lille som påstået i rammen!  
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7. Arvelighedslære og Hardy-Weinberg-loven 

Når en mand og en kvinde får et barn, overfører de som bekendt et udvalg af deres arve-

anlæg til barnet. Hver almindelig celle i kroppen indeholder (normalt) 23 kromosompar, 

altså i alt 46 kromosomer. Hvert kromosompar bærer de samme gener på det samme sted 

(locus) på kromosomerne. På figuren på næste side er således afbildet genet for øjenfarve. 

Hvert gen kan imidlertid have forskellige former, kaldet alleller. På figuren har genet i 

det ene kromosom en allel for blå øjne, mens det andet har en allel for brune øjne. Meiosen 

er den proces, som fører til dannelsen af kønsceller. Den proces er afbildet på figuren, 

dog i en simplificeret udgave. Først sker en fordobling af kromosomerne, herefter en ind-

viklet proces, som ender ud med, at man har fire kønsceller (gameter). Gameterne er ka-

rakteristiske ved, at de hver især har 23 kromosomer – der er nu ingen par! Hos kvinden 

går 3 ud af de fire gameter til grunde og bliver til såkaldte pollegemer. Denne proces er 

ikke afbildet på figuren. Det er tilfældigt hvilken gamet, som fører til et modent æg. Rent 

matematisk vil det altså svare til på tilfældig vis at vælge en af de fire gameter. Når en 

sædcelle (gamet fra manden) finder en ægcelle (gamet fra kvinden), så kan man regne 

med, at det sker på tilfældig måde. På figuren udvælges altså indirekte én af de fire sæd-

celler og i praksis én af de fire kvindelige gameter, og de har samme sandsynlighed for at 

blive valgt! Tilsammen vil den valgte sædcelle og den valgte ægcelle danne en ny celle, 

kaldet en zygote, som er byggestenen til alle celler i barnet. Det skal lige tilføjes, at +… 

på figuren hentyder til, at der i cellen er 22 andre objekter (kromosompar/kromosomer).  

 

På figuren ser vi, at manden har genotype Bb for 

øjenfarve, mens kvinden har genotypen bb. Her 

står b for allellen blå øjne, mens B står for allel-

len brune øjne. Det betyder, at manden kommer 

med 4 kønsceller med allellerne B, b, B, b, mens 

kvinden kommer med b, b, b, b. At der er dobbelt 

så mange af hver allel ændrer intet ved sandsyn-

lighederne, så vi vil i det følgende blot sige, at 

manden kommer med B, b, mens kvinden kom-

mer med b, b. Mulighederne for hvilket par af al-

leller, barnet kan få, fremgår af figuren på næste 

side. Genotyperne BB og bb kaldes homozygote, 

mens genotypen Bb kaldes heterozygot. For en 

heterozygot genotype er der i øvrigt ingen for-

skel på, om den ene eller den anden allel kommer fra manden eller kvinden. For nogle 

geners vedkommende vil en eller flere alleller være dominante i forhold til de øvrige, som 

dermed kaldes recessive. En dominant allel vil komme til udtryk hos personen (fænoty-

piske udtryk). En dominant allel betegnes normalt med et stort bogstav, mens en recessiv 

allel betegnes med et lille bogstav. For genet øjenfarve er allellen for brune øjne således 

dominerende over allellen for blå øjne. Det betyder, at hvis bare en af allellerne er for 

brune øjne, så bliver personens øjne brune. Kun i tilfældet med to alleller for blå øjne vil 

personen få blå øjne.   
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Munken Gregor Mendel (1822-1884) nævnes nor-

malt som genetikkens grundlægger. I tidsrummet 

fra 1856 til 1863 eksperimenterede han med ærte-

planter på sit kloster. Her opdagede han på eksperi-

mentel basis, hvordan planternes arveanlæg bliver 

nedarvet. Først langt senere fandt man ud af, hvad 

der mere detaljeret sker på celleniveau, både i men-

nesker, dyr og planter.   

 

 

Populationsgenetik 

Vi skal nu betragte situationen med genotyper på 

et overordnet plan, dvs. på populations-niveau. 

Lad os sige, at vi har et gen, som har to alleller, 

hvoraf det ene er dominant (A) og det andet recessivt (a). Vi vil undersøge, hvad der sker 

med frekvenserne af genotyperne AA, Aa og aa, efter nogle generationer. For at kunne 

regne på det, må vi gøre nogle antagelser: 

 

  1. En stor population, dvs. ingen genetisk drift. 

  2. Reproduktiv isolation fra andre populationer, dvs. intet gen-flow/migration. 

(23)  3. Genotyperne fordeler sig på samme måde for de to køn  

  4. Valget af partner foregår tilfældigt, dvs. specielt uafhængig af genotype. 

  5. Ingen forskel i mutationshyppighed for alleller på det samme locus  

  6. Et individs frugtbarhed og overlevelse afhænger ikke af dets genotype 

   (og dermed fænotype - altså ingen naturlig selektion) 

 

Vi kan opstille følgende skema for afkommets mulige genotyper:   
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På figuren er de med blåt afbildede størrelser:   

 

AAu : Frekvens af genotypen AA i befolkningen i en given generation 

Aau : Frekvens af genotypen Aa i befolkningen i en given generation 

aau : Frekvens af genotypen aa i befolkningen i en given generation 

 

Afkommet modtager en allel fra manden og en allel fra kvinden. I næste generation vil vi 

kunne få nedenstående værdier for genotype-frekvenserne, udtrykt ved frekvenserne fra 

den nuværende generation. Det er her antaget, at alt foregår "gennemsnitligt", hvilket er 

rimeligt på grund af de store tals lov og populationens store størrelse.  

 
2 21 1 1

4 4 4

2 21
4

4 4AA AA AA Aa aa

AA AA Aa aa

u u u u u

u u u u

′ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= + ⋅ + ⋅
 

 

(24)   
21 1 1 1

4 4 4 4

21
2

4 8 4 2

2

Aa AA Aa AA aa Aa aa Aa

AA Aa AA aa Aa aa Aa

u u u u u u u u

u u u u u u u

′ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅
 

 
2 21 1 1

4 4 4

2 21
4

1 4 4aa Aa Aa aa aa

Aa Aa aa aa

u u u u u

u u u u

′ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

= ⋅ + ⋅ +
 

 

Lad os argumentere for udtrykket for AAu′ : I skemaet på forrige side ser vi, at barnet får 

genotype AA i området markeret med lyserødt. Det lille kvadrat markeret med et 1-tal 

repræsenterer tilfældet, hvor en kvinde med genotype AA giver den første allel videre til 

barnet, og at en mand med genotype AA også giver sin første allel videre til barnet. Da 

hver af de to alleller hos en forælder har lige stor sandsynlighed for at blive udvalgt (50%), 

er sandsynligheden for det omtalte lig med 21 1 1
2 2 4AA AA AAu u u⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ . Bemærk at vi her im-

plicit har antaget, at de to forældre ikke er i tæt familie med hinanden, så deres genotyper 

er uafhængige og sandsynlighederne dermed blot kan multipliceres! Samme sandsynlig-

hed fås i felterne 2, 3 og 4. Derfor er den samlede sandsynlighed for disse fire tilfælde lig 

med 21
4

4 AAu⋅ ⋅ , det første led i udtrykket for AAu′ . På lignende vis har de fire tilfælde, 

markeret med 5, 6, 7 og 8 hver en sandsynlighed på 1 1 1
2 2 4AA Aa AA Aau u u u⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . Tilsam-

men giver det anledning til det andet led i udtrykket for AAu′ . Det 9. og sidste tilfælde 

fremkommer, når kvinden og manden begge har genotype Aa, og begge afleverer første 

allel A til barnet. Sandsynligheden herfor er 21 1 1
2 2 4Aa Aa Aau u u⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ . Det giver det sidste 

led i udtrykket for AAu′ . På lignende vis fås udtrykkene for Aau′  og aau′ .     

 

Med udtrykkene i (24) er vi i stand til at udregne de forventede genotype-frekvenser i den 

nye generation. For at få en fornemmelse for dynamikken her, kunne man eventuelt finde 

på at benytte Microsoft Excel til at udregne genotype-frekvenserne nogle få generationer 

frem. På venstre figur på næste side, er frekvenser for genotype AA valgt til 0,10 (10%) 

og frekvensen for genotype Aa til 0,3 (30%). Frekvensen for genotype aa er da automatisk 

givet ved 0,6 (60%), eftersom vi har bindingen 1AA Aa aau u u+ + = . Vi ser til vores over-

raskelse, at allerede efter 1. generation ligger genotype-frekvenserne fast! På figuren til 
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højre er der valgt nogle andre start-frekvenser. Alligevel ser vi samme mønster, altså at 

frekvenserne stabiliserer sig allerede efter 1. generation! Denne gang blot med en anden 

ligevægtsfordeling mellem de tre genotyper, end tilfældet var i første eksperiment.   

 
n 0 1 2  n 0 1 2 

uAA 0,1 0,0625 0,0625  uAA 0,05 0,1056 0,1056 

uAa 0,3 0,3750 0,3750  uAa 0,55 0,4388 0,4388 

uaa 0,6 0,5625 0,5625  uaa 0,4 0,4556 0,4556 

 

Det kunne give anledning til en formodning om, at der måske gælder en lovmæssighed? 

Svaret er bekræftende, som følgende sætning viser.  

 

Sætning 42  (Hardy-Weinberg-loven) 

Antag at betingelserne i (23) er opfyldt. Lad Ap  og ap  betegne allel-frekvenserne 

for henholdsvis allellen A og allellen a i populationen ved start (generation 0). Lad 

endvidere , ogAA Aa aau u u  betegne frekvenserne af genotyperne henholdsvis AA, Aa 

og aa fra start. Da gælder, at genotypefordelingen senest i generation 1 vil indtræde i 

en ligevægt. Nærmere bestemt vil der gælde:  

(25)     2 2, 2 ,AA A Aa A a aa au p u p p u p′ ′ ′= = =   

 

Bevis: For det første kan genotype-frekvensfordelingen bruges til at udtale sig om allel-

frekvenserne ved start. Ifølge vores udgangspunkt har vi to A alleller med frekvens AAu , 

én A allel med frekvens Aau  og ingen A alleller med frekvens aau . Da vi får to alleller 

hver gang, skal vi dividere med 2 i det vejede gennemsnit for at få frekvensen for allel A:  

(26)     1 1
2 2

(2 1 0 )A AA Aa aa AA Aap u u u u u= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = + ⋅      

På tilsvarende vis får vi følgende startfrekvens for allellen a : 

(27)     1 1
2 2

(0 1 2 )a AA Aa aa Aa aap u u u u u= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ +   

Ved nærmere inspektion viser det sig desuden, at vi kan foretage nogle simplificerende 

faktoriseringer af udtrykkene i (24): 

( )
( ) ( )

( )

22 21 1
4 2

21 1 1
2 2 2

22 21 1
4 2

(28) 2 2

AA AA AA Aa Aa AA Aa

Aa AA Aa AA aa Aa aa Aa AA Aa Aa aa

aa Aa Aa aa aa Aa aa

u u u u u u u

u u u u u u u u u u u u

u u u u u u u

′ = + ⋅ + = +

′ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + = ⋅ + ⋅ +

′ = + ⋅ + = +

  

Efter første generation får vi faktisk ved brug af (26) og (27): 

     2 21
2

( )AA AA Aa Au u u p′ = + =  

(29)     1 1
2 2

2 ( ) ( ) 2Aa AA Aa Aa aa A au u u u u p p′ = ⋅ + ⋅ + =  

     2 21
2

( )aa Aa aa au u u p′ = + =  
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Til sidst mangler vi bare at vise, at det gentager sig i generation 2: På højresiderne i (28) 

erstattes , ogAA Aa aau u u  med henholdsvis 2
AA Au p′ = , 2Aa A au p p′ =  og 2

aa au p′ =  med hen-

blik på at indse, at man får det samme i generation 2, under udnyttelse af sammenhængen 

1A ap p+ = . Detaljerne overlades trygt til læseren i opgave 7.3.  

□  

 

Eksempel 43 

Lad os se, om det stemmer med det første Excel-eksempel. Vi har 0,1AAu = , 0,3Aau =  

og 0,6aau = . Allel-frekvenserne for allellerne A og a fås da af henholdsvis (26) og (27): 

     
1 1
2 2

1 1
2 2

0,1 0,3 0,25

0,3 0,6 0,75

A AA Aa

a Aa aa

p u u

p u u

= + = + ⋅ =

= + = ⋅ + =
 

Den sidste kunne man også have fået af 1a Ap p= − . Det giver ifølge (25): 

     

2 2

2 2

0,25 0,0625

2 2 0,25 0,75 0,375

0,75 0,5625

AA A

Aa A a

aa a

u p

u p p

u p

= = =

= = ⋅ ⋅ =

= = =

 

Hvilket passer med det vi fik i Excel.  

□  

 

Bemærkning 44 

Det skal bemærkes, at vi lidt kunstigt ovenfor er gået ud fra, at der ikke er noget "overlap" 

mellem generationer. Det er der selvfølgelig i praksis. Det ændrer dog ikke på, at der 

opstår ligevægt med de angivne værdier. Den opmærksomme læser vil måske desuden 

observere, at udtrykkene for frekvenserne for de tre genotyper – når Hardy-Weinberg 

ligevægten er indtrådt – er identiske med de tre led, man får ved at gange en parentes ud:
2 2 21 ( ) 2A a A A a ap p p p p p= + = + + . Det er ingen tilfældighed. Faktisk kan Hardy Wein-

berg-loven generaliseres til tilfældet med n alleller. Eventuel dominans har ingen betyd-

ning her, da det kun er genotyper vi taler om, ikke fænotyper. Lad os for simpelheds skyld 

sige, at der er tre alleller 1 2 3, ,A A A  i spil med frekvenser henholdsvis 1 2 3, ,p p p . Der er 

ikke forskel på fx 2 3A A  og 3 2A A . Fremover taler vi derfor kun om genotype i jA A , hvor 

i j≤ . Genotype-frekvensen for i jA A  betegner vi med ,i ju . Vi har klart følgende sam-

menhæng mellem allel-frekvenserne og genotype-frekvenserne: 

(30)      

1 1
1 1,1 1,2 1,32 2

1 1
2 1,2 2,2 2,32 2

1 1
3 1,3 2,3 3,32 2

p u u u

p u u u

p u u u

= + ⋅ + ⋅

= ⋅ + + ⋅

= ⋅ + ⋅ +

 

Tankegangen er klar: 1 1A A  kommer med to 1-allellerA , mens 1 2A A  og 1 3A A  kun bidrager 

med hver én 1-allelA . Heraf fås ovenstående udtryk for frekvensen af 1-allellenA , altså 

1p . Tilsvarende med de øvrige allel-frekvenser. Men hvad med afkommet? Lad os for 

eksempel kigge på frekvensen af genotypen 1 1A A  i næste generation. For at afkommet får 

genotype 1 1A A , skal begge forældre altså levere en 1-allelA . Vi kan tænke på frekvenser 

som sandsynligheder: Sandsynligheden for at trække en allel 1A  hos den ene forældre er 
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1p . Det samme kan siges i tilfældet med den anden forælder. På grund af uafhængighed 

fås den samlede sandsynlighed til 2
1p . Afkom med genotype 1 2A A  (heterozygot) kan fås 

ved, at den ene forælder bidrager med en 1-allelA , mens den anden forælder bidrager med 

en 2 -allelA . Sandsynligheden for dette er 1 2p p⋅ . Det kan imidlertid også være omvendt, 

dvs. at førstenævnte forælder leverer 2A  og sidstnævnte forælder leverer 1A . En samlet 

sandsynlighed på 1 22 p p . Efterhånden indser vi følgende: 

(31)    

2
1,1 1 1,2 1 2 1,3 1 3

2 2
2,2 2 2,3 2 3 3,3 3

2 2

2

u p u p p u p p

u p u p p u p

= = =

= = =
 

netop leddene man får ved at gange parentesen 2
1 2 3( )p p p+ +  ud:  

(32)   2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 31 ( ) 2 2 2p p p p p p p p p p p p= + + = + + + + +  

Ved at argumentere direkte på allel-frekvenserne, er vi kommet frem til et mere "poleret" 

argument for Hardy-Weinbergs lov, men måske knap så umiddelbart intuitivt, som da vi 

gik fremad lidt i blinde i beviset for sætning 42 og "tilfældigt" genfandt allel-frekven-

serne. Hver betragtningsmåde har sin berettigelse!    

□  
 

 

Eksempel 45 (Blå og brune øjne) 

Vi skal kigge på øjenfarve, som 

vi gjorde i begyndelsen af dette 

afsnit. Vi vil gøre det simpelt 

og kun betragte det gen, som 

styrer brune/blå øjne, velviden-

de at der er andre gener, som 

også spiller ind for menneskers 

øjenfarve. Frekvensen af blå øj-

ne er størst i Nordeuropa. I den 

danske befolkning har 64% blå 

øjne, mens procenten i Finland 

er helt oppe på 89%. Igen betegnes den dominante allel for brune øjne med B og den 

recessive allel for blå øjne med b. Poul og Lise har begge brune øjne. Lise er gravid med 

deres fælles barn. Pouls far har blå øjne, og det har Lises mor også.  

a) Hvad er sandsynligheden for, at parrets barn får blå øjne?  

Et andet par, Kasper og Anna, får et barn sammen. Både Kasper og Anna har brune øjne. 

Vi har ingen kendskab til deres forældres øjenfarve.   

b) Bestem allel-frekvenserne og genotype-frekvenserne for brun/blå øjenfarve i den 

danske befolkning, under antagelse af Hardy-Weinberg ligevægt. 

c) Hvad er sandsynligheden for, at barnet får blå øjne? 

Barnet viser sig senere at få brune øjne. Parret har planlagt at få barn nummer to.  

d) Hvad er sandsynligheden for, at parrets andet barn får blå øjne? 
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Løsninger:  

a) Af oplysningen om at Poul og Lise hver har en forælder med blå øjne kan vi udlede, 

at de hver har en blå allel. De kan dog hellere ikke have mere end ét, for så ville de 

have blå øjne. Altså er Poul og Lise begge heterozygot hvad angår blå/brun øjenfarve, 

dvs. har genotype Bb. For at finde ud af hvad sandsynligheden for at deres barn får 

blå øjne er, betragter vi krydsningsskema på figur 1 nedenfor. Blå øjne fås kun med 

kombinationen bb.  Da der er 50% sandsynlighed for at vælge allellen b hos såvel 

Poul som Lise, og de to hændelser er uafhængige, er den søgte sandsynlighed dermed 
1 1 1
2 2 4
⋅ = , altså 25%.  

 

b) Vi lader Bp  og bp  repræsentere henholdsvis frekvensen for den brune og den blå 

allel. Ifølge sætning 42 og oplysningerne om frekvensen af blå øjne i Danmark, har 

vi 2 0,64 0,64 0,80b bp p= ⇔ = =  og dermed 1 0,80 0,20Bp = − = . Genotype-fre-

kvenserne bliver: 2 20,20 0,04BB Bu p= = = , 2 2 0,80 0,20 0,32Bb B bu p p= = ⋅ ⋅ =  og 

endelig den, vi allerede kender: 2 20,80 0,64bb bu p= = = . Fænotype frekvenserne er 

følgende: 0,36brun BB Bbf u u= + =  og 0,64blå bbf u= = .  

 

 

c) Situationen er forskellig fra den i spørgsmål a), eftersom vi ikke kender genotyperne 

hos Kasper og Anna. Kasper vides at have brune øjne, men vi kan ikke vide, om han 

har genotype BB eller Bb. Det samme er tilfældet med Anna. Det vil være forkert at 

antage, at det er fifty-fifty, om det er den ene eller anden, for de to genotyper er ikke 

lige sandsynlige i befolkningen. Vi må med andre ord inddrage fordelingen i den 

danske befolkning. Det vil være hensigtsmæssigt at løse opgaven som en betinget 

sandsynlighed ( )P H E , hvor H og E er følgende hændelser: 

 H: Barnet har blå øjne 

 E: Kasper og Anna har begge brune øjne  

  
  

u
BB

u
BB

u
Bb

u
Bb

u
bb

u
bb

B

B

b

b

b

B

B

B B b b b

bB

B

b

BB

BB BB BB

BB BB BB

BB BB BB
Bb

Bb Bb Bb

Bb Bb Bb

Bb Bb Bb

bb
bb bb bb

bb bb bb

bb bb bb

bB
bB bB bB

bB bB bB

bB bB bB

Figur 1

Figur 2

Bb

Bb

BB Bb bb

BB

Bb

bb
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 Lad os først se på sandsynligheden for E:   

{ } { }( )
{ }( ) { }( )

( ) Kasper har brune øjne Anna har brune øjne

Kasper har brune øjne Anna har brune øjne

0,1296
brun brun

P E P

P P

f f

= ∩

= ⋅

= ⋅

=

 

Eftersom det må antages, at Kasper og Anna ikke er i nær familie, kan det udnyttes, 

at delhændelserne { }Kasper har brune øjne  og { }Anna har brune øjne  er uafhængi-

ge. Det fører umiddelbart til 2. lighedstegn ovenfor. Vi har benyttet fænotype-fre-

kvenserne for brune øjne fra spørgsmål b). For at kunne udregne den betingede sand-

synlighed, får vi desuden brug for fællesmængden af hændelserne H og E: 

 { } { } { }Barn har blå øjne Kasper har brune øjne Anna har brune øjneH E∩ = ∩ ∩  

Det er en lidt mere speget sag at udregne sandsynligheden for denne hændelse, fordi 

barnets øjenfarve afhænger af både faderens og moderens øjenfarve. Heldigvis kan 

vi få overblik over situationen ved at se på figur 2 side 48. Fællesmængden H E∩
er symboliseret ved det orange felt i skemaet. Husk at der er fifty-fifty chance for 

hvilken allel der gives videre til barnet. Sandsynligheden for at Kasper har genotype 

Bb og giver sin anden allel b videre til barnet er 1
2 Bbu . På sammen måde er sand-

synligheden for at Anna har genotype Bb og giver sin anden allel b videre til barnet 

lig med 1
2 Bbu . Sandsynligheden for at begge hændelser indtræffer er produktet af 

sandsynlighederne, eftersom faderens og moderens genotype er uafhængige. Vi har 

derfor 1 1 1
2 2 4

( ) 0,0256Bb Bb Bb BbP H E u u u u∩ = ⋅ = ⋅ ⋅ = . Vi får hermed: 

    
( ) 0.0256

( ) 0,1975308642
( ) 0.1296

P H E
P H E

P E

∩
= = =  

 Der er altså en sandsynlighed på 19,8% for at barnet får blå øjne.   

 

d) Det sidste spørgsmål er noget mere involveret og det hører egentlig mere ind under 

emnet Bayesianske netværk fra afsnit 10 og fremefter. Vi skal dog forsøge at løse 

spørgsmålet på en forholdsvis intuitiv måde her, uden alt for megen tung notation.  

 

 Man kan forledes til at tro, at sandsynligheden for, at barn 2 får blå øjne, er den 

samme som den beregnet i c), men det er forkert. Vor viden om det første barns 

øjenfarve, får os nemlig til at revidere sandsynlighederne for forældrenes forskellige 

genotyper. Før vi overhovedet fik nogen viden om Kaspers og Annas øjenfarve, 

brugte vi genotype-fordelingen i den danske befolkning som Kaspers og Annas 

genotype-sandsynligheder. Men allerede med den første viden E om at Kasper og 

Anna begge har brune øjne, blev disse genotype-sandsynligheder (indirekte) revide-

ret. Med denne viden kunne man konkludere, at Kasper og Anna umuligt kan have 

genotype bb. De øvrige genotype-sandsynligheder for BB og Bb blev også revideret, 

som vi skal se om lidt. Med den sidste information om, at barn 1 har brune øjne, 

bliver Kaspers og Annas genotype-sandsynligheder revideret på ny.   

 



50  © Erik Vestergaard – www.matematiksider.dk 
 

 1. revision: Lad i det følgende F  hentyde til fænotype og G  hentyde til genotype. 

BK =F  står fx for hændelsen at Kasper har fænotype B, A Bb=G  at Anna har geno-

type Bb og 1 BB =F  at barn 1 har brune øjne. Den naturlige vej at slutte er fra geno-

type til fænotype. Vi har imidlertid brug for at argumentere den modsatte vej, så vi 

benytter Bayes' formel fra side 17: 

 

 (33)  

( B ) ( )
( B)

( B ) ( )

1 0,04

1 0,04 1 0,32 0 0,64

0,11111111

K

K K K
K K

K K K

P BB P BB
P BB

P P

= = ⋅ =
= = =

= ⋅

⋅
=

⋅ + ⋅ + ⋅

=

∑
G

F G G
G F

F G G

 

 

 Forklaring: Egentlig skulle vi udregne ( )KP BB E=G , men da Annas øjenfarve ikke 

indvirker på Kaspers genotype, kan den slettes fra betingelsen, så vi blot skal tage 

hensyn til Kaspers øjenfarve. 1. lighedstegn: Bayes' formel er anvendt. I nævneren 

summeres over de tre mulige genotyper for Kasper. 2. lighedstegn: Her anvender vi 

blandt andet, at ( B ) 1K KP BB= = =F G , eftersom Kasper med sikkerhed får brune 

øjne, hvis han har genotype BB. Tilsvarende er ( B ) 1K KP bB= = =F G , etc.  

 

Da Kasper ikke kan have genotype bb, behøver vi ikke foretage en lignende udreg-

ning som ovenfor for tilfældet med genotype Bb. Vi kan skyde genvej og udregne 

sandsynligheden for den sidste mulige genotype ved: 

(34)   ( B) 1 0,11111111 0,88888889K KP Bb= = = − =G F  

 På grund af symmetri har vi nøjagtig de samme betingede sandsynligheder for Anna. 

Dermed har vi følgende reviderede genotype sandsynligheder:   

  

1. reviderede genotype-sandsynligheder 

Kasper Anna 

0,11111111
: 0,88888889
: 0

:BB

Bb

bb

 
0,11111111

: 0,88888889
: 0

:BB

Bb

bb

 

 

 2. revision: For overskuelighedens skyld kan det være en god idé at "starte forfra", 

forstået på den måde, at man glemmer den tidligere viden E og blot regner med de 

nye genotype-sandsynligheder. Informationen om Kaspers og Annas brune øjne er 

nemlig automatisk indbygget i disse genotype-sandsynligheder.  

 

 Den nye viden i denne omgang er, at barn 1 har brune øjne. Vi starter med at bestem-

me den nye reviderede sandsynlighed for at Kasper har genotype Bb, igen under an-

vendelse af Bayes' formel: 
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 (35)   1
1

1

( B ) ( )
( B)

( B ) ( )
K

B K K
K B

B K K

P Bb P Bb
P Bb

P P

= = ⋅ =
= = =

= ⋅∑
G

F G G
G F

F G G
 

Situationen er lidt vanskeligere end i (33), fordi vi ikke umiddelbart kan sige hvad 

sandsynligheden 1( B )B KP Bb= =F G  er lig med. Barnets fænotype afhænger nemlig 

også af Annas genotype. Vi udregner et vejet gennemsnit af de betingede sandsyn-

ligheder, vægtet med de tilhørende 1. reviderede genotype-sandsynligheder: 

 (36)  

1 1

1

( B ) ( B , ) ( )

( B , ) ( )

1 0,11111111 0,75 0,88888889

0,77777778

A

A

B K B A K A K

B A K A

P Bb P Bb P Bb

P Bb P

= = = = = ⋅ =

= = = ⋅

= ⋅ + ⋅

=

∑

∑
G

G

F G F G G G G

F G G G
 

Forklaring: 2. lighedstegn: AG  og KG  er uafhængige. 3. lighedstegn: Der summeres 

over de to mulige værdier for Annas genotype: BB og Bb. Hvis det første er tilfældet, 

hvilket sker med sandsynlighed 0,11111111, så vil barnet med sikkerhed få brune 

øjne; derfor leddet 1 0,11111111⋅ . Næste mulighed er, at Anna har genotype Bb, som 

sker med sandsynlighed 0,88888889. Eftersom Kasper også har genotype Bb, vil 

barnet altså få brune øjne i 75% af tilfældene. Dermed er der redegjort for leddet 

0.75 0,88888889.⋅  

 

Dermed er tælleren i (35) lig med 0,77777778 0,88888889⋅ . Vi mangler dog at be-

handle 1( B )B KP BB= =F G  fra nævneren. Den kan vi dog straks sige er lig med 1, 

fordi barn 1 med sikkerhed vil få brune øjne, når Kasper har genotype BB, uanset 

Annas genotype. Dermed kan vi regne videre på (35): 

 (37)  
1

0,77777778 0,88888889
( B)

1 0,11111111 0,77777778 0,88888889

0,8615384615

K BP Bb
⋅

= = =
⋅ + ⋅

=

G F
 

Eftersom den eneste anden mulige genotype for Kasper er BB, får vi i stil med (34): 

 (38)  1( B) 1 0,8615384615 = 0,1384615385K BP BB= = = −G F  

På grund af symmetri, får Anna de samme betingede sandsynligheder. Dermed har 

vi følgende 2. reviderede genotype-sandsynligheder: 

 

2. reviderede genotype-sandsynligheder 

Kasper Anna 

0,1384615385
: 0,8615384615
: 0

:BB

Bb

bb

 
0,1384615385

: 0,8615384615
: 0

:BB

Bb

bb

 

  



52  © Erik Vestergaard – www.matematiksider.dk 
 

Barn nummer 2: Med de opdaterede genotype-sandsynligheder, kan vi endelig ud-

regne sandsynligheden for, at barn nummer 2 får blå øjne. Barnet kan kun få blå øjne, 

hvis både Kasper og Anna har genotype Bb, og de begge afleverer en b-allel til barnet. 

Det giver følgende:  

1
2 1 4( B, B, B) 0,8615384615 0,8615384615

0,1855621302

B K A BP b= = = = = ⋅ ⋅

=

F F F F
 

Med oplysningen om at barn 1 har brune øjne er sandsynligheden for, at barn 2 får 

blå øjne, altså nedjusteret en smule, nemlig fra 19,75% til 18,56%.  

□  
 

Bemærkning 46 

I eksempel 45 har vi som forudsætning antaget, at ét bestemt gen styrer, om et menneske 

får brune eller blå øjne. Der er i virkeligheden adskillige gener, som har indvirkning på 

øjenfarven, og som følge heraf bliver billedet mere broget. Da genet OCA2 på kromosom 

nr. 15 imidlertid har en stor betydning for øjenfarven, kan antagelsen om ét gen med en 

brun og en blå allel godt benyttes som grovmodel.  

□  
 

I opgave 12.4 kigger vi på, hvordan man kan besvare spørgsmålene i eksempel 45 meget 

nemt og smart ved hjælp af et såkaldt Bayesiansk netværk, opstillet i programmet Agena-

Risk. Bayesianske netværk, som omtales i afsnit 10 og frem, er det rette matematiske 

univers at løse denne ret komplekse typer problemer i, hvor sandsynligheder skal opda-

teres efter erhvervelse af viden. Før vi forlader dette afsnit, skal vi se på endnu et par 

eksempler på anvendelse af sandsynlighedsregning i genetikken.      

 

 

Eksempel 47  (Barnets blodtype) 

Den østrigske biolog Karl Landsteiner 

(1868-1943) opdagede i år 1900 menne-

skets blodtyper A, B og 0. Det var imid-

lertid tjekken Jan Janský, som tilføjede 

den fjerde blodtype AB til det, vi i dag 

kalder AB0-systemet. I dette system er 

allellerne A og B co-dominante, mens 0 

er den recessive allel. Ofte betegnes de 

tre alleller med henh. , ogA BI I i . Af no-

tationsmæssige årsager, skal vi dog bi-

beholde førstenævnte skrivemåde. Det 

giver anledning til følgende seks geno-

typer: AA, AB, A0, BB, B0 og 00. Fæno-

typerne bliver derimod A, B, AB og 0. 

Vi ser her, at både allel A og B kan give sig til kende, netop fordi de er co-dominante. 

Sammen med amerikaneren Alexander S. Wiener opdagede Karl Landsteiner desuden i 

AB
AB

B
A

A

+

+
+

+

+

+

+
-

-

--
-

B

B

0

0

0 AAB
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1937 Rhesus-systemet, som yderligere opdeler blodtyperne. Denne ekstra faktor har også 

betydning ved blodtransfusioner. I Danmark har 44% blodtype A, 10% har blodtype B, 

42% har blodtype 0 og 4% blodtype AB. Desuden er 85% Rhesus positive, mens 15% er 

Rhesus negative. Rhesus-faktoren og AB0-systemet er uafhængige, da generne til de to 

systemer sidder på hvert sit kromosom (henholdsvis niende og første kromosom).   

 

a) Bestem genotype-frekvenserne for AB0 og 

Rhesus-systemet i den danske befolkning.  

En mand med blodtype B+ og en kvinde med 

blodtype A+ ønsker at få et barn sammen. 

b) Hvad er sandsynligheden for, at barnets 

blodtype bliver B–? 

 

Løsning: a) Som udgangspunkt antager vi, at 

der er Hardy-Weinberg ligevægt. Lad ,A Bp p  

og 0p  betegne de ukendte allel-frekvenser for 

henholdsvis allel A, B og 0. En nødvendig og 

tilstrækkelig betingelse for at populationen er i 

Hardy-Weinberg ligevægt hvad angår AB0-sy-

stemet er ifølge bemærkning 44, at genotype-

frekvenserne for AA, A0, BB, B0, AB og 00 er 

givet ved udtrykkene henholdsvis 2
Ap , 02 ,Ap p

2
Bp , 02 Bp p , 2 A Bp p  og 2

0p . Eftersom både ge-

notype AA og genotype A0 giver anledning til 

blodtype A (fænotype A), har vi ligningen 2
02 0,44A Ap p p+ = . Tilsvarende ligninger kan 

opstilles for hver af de øvrige blodtyper (fænotyper). Alt i alt har vi:  

(39)       

2
0

2
0

2
0

2 0,44

2 0,10

2 0,04

0,42

A A

B B

A B

p p p

p p p

p p

p

+ =

+ =

=

=

 

Ligningssystemet (39) består af 4 ligninger med 3 ubekendte. I dette tilfælde betyder det, 

at vi har for mange ligninger. Man kalder det overbestemthed. Sådanne systemer har nor-

malt ingen løsninger, med mindre en af ligningerne blot "bekræfter de øvrige". Her er der 

ingen løsninger. Det skal vi dog ikke fortvivle over, for det vil være naturligt at betragte 

frekvenserne på højre side i ligningerne, som indeholdende en usikkerhed. Det kan sag-

tens være, at de 44% i virkeligheden er 43,9%, etc. Man kan eventuelt benytte et CAS-

værktøj (her Maple) til at give et bud på en approksimativ løsning. Det er gjort i boksen 

på næste side. Læsere, som måtte ønske selv at forsøge at løse ligningssystemet manuelt, 

henvises til opgave 7.4. 

I tabellen på næste side er allel-frekvenserne for AB0-systemet listet, sammen med de 

afledte genotype-frekvenser og fænotype-frekvenser. Det observeres, at fænotype-fre-

kvenserne for AB0-systemet virkelig er tæt på dem i ligningssystemet (39)! 
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I opgave 7.5 opfordres læseren til at udregne frekvenserne i højre side af tabellen.  

 

b) Nu til delspørgsmålet med barnets blodtype. Vi skal bestemme ( )P H E , hvor 

H: Barnet har blodtype B–. 

E: Faderen har blodtype B+, og moderen har blodtype A+. 

Lad os først se på sandsynligheden for E:   

(40)    

{ } { }( )
{ }( ) { }( )

( ) ( )

( ) Fader er B+ Moder er A+

Fader er B+ Moder er A+

0,03164964638

B Rh A Rh

P E P

P P

f f f f+ +

= ∩

= ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅

=

 

Eftersom det må antages, at faderen og moderen ikke er i nær familie, kan det udnyttes, 

at delhændelserne { }Fader er B+  og { }Moder er A+  er uafhængige. Det fører umiddel-

bart til 2. lighedstegn ovenfor. Tredje lighedstegn fås af det faktum, at AB0-systemet og 

Rhesus-systemet er uafhængige. Vi kan dermed nøjes med at bruge fænotype-frekvenser-

ne fra tabellen side 54. For at kunne udregne den betingede sandsynlighed, får vi desuden 

brug for fællesmængden af hændelserne H og E: 

{ } { } { }Barn er B Fader er B+ Moder er A+H E∩ = − ∩ ∩  

Det er mere kompliceret at udregne sandsynligheden for denne hændelse, fordi barnets 

blodtype afhænger af både faderens og moderens blodtype. Heldigvis kan vi få overblik 

over situationen ved at se på skemaerne på side 56. Husk fra argumenterne i eksempel 

45, at sandsynligheden for hvert lille felt er 1
4

 gange produktet af de to genotype-frekven-

ser ud for feltet! "AB0-fællesmængden" mellem hændelserne at barnet er B, faderen er B 

og moderen er A er symboliseret ved de tre felter markeret med gult i AB0-skemaet. 

Sandsynligheden for denne mængde er 1 1
0 0 02 4BB A B Au u u u⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  sammenlagt. På analog 

vis er "Rhesus-fællesmængden" mellem hændelserne at barnet er Rh–, faderen er Rh+ og 

moderen er Rh+ symboliseret ved det enlige gule felt i Rhesus-skemaet. Sandsynligheden 

for denne er 1
4 Dd Ddu u⋅ ⋅ . Igen findes genotype-frekvenserne i tabellen side 54. 

 

For at bestemme sandsynligheden for den totale fællesmængde H E∩  argumenterer vi i 

stil med det, vi gjorde i eksempel 45: Vi udnytter uafhængigheden mellem faderens og 

moderens blodtype og uafhængigheden mellem AB0 og Rhesus-systemet: 

(41)   

{ } { } { }( )

( ) ( )1 1 1
0 0 02 4 4

( ) Barn er B Fader er B+ Moder er A+

0,0005343477050

BB A B A Dd Dd

P H E P

u u u u u u

∩ = − ∩ ∩

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=

 

Dermed har vi endeligt: 

   
( ) 0,0005343477050

( ) 0,01688321249
( ) 0,03164964638

P H E
P H E

P E

∩
= = =  

Der er altså en sandsynlighed på mellem 1% og 2% for, at barnet får blodtype B–.   
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Eksempel 48  (Faderskabssag) 

I en faderskabssag vides det, at én af 

to givne mænd er fader til barnet. Den 

ene mand (mand 1) har blodtype A−, 

mens den anden (mand 2) har blod-

type 0+. Moderen har blodtype A+, 

og det har barnet også. Hvem af de to 

mænd har den største sandsynlighed 

for at være fader til barnet, og hvad er 

de konkrete odds, når man kun tager 

blodtyperne i betragtning? 

 

Løsning: Vi skal udnytte genotype-frekvenserne for både AB0-systemet og Rhesus-D 

systemet i Danmark, udregnet i eksempel 47. Vi skal have sat hændelser på: 

M1  Mand 1 er far til barnet.    

M2  Mand 2 er far til barnet.  

E  En kvinde med blodtype A+ har fået et barn, som også har blodtype A+. Fader til 

barnet er enten Mand 1 med blodtype A– eller Mand 2 med blodtype 0+.  

 

For at afgøre, hvem af de to mænd, der er den mest sandsynlige fader til barnet og sam-

tidigt bestemme odds, vil vi udregne forholdet mellem to betingede sandsynligheder:  

(42)    
( 1 ) ( 1 ) ( ) ( 1 )

( 2 ) ( 2 ) ( ) ( 2 )

P M E P M E P E P M E

P M E P M E P E P M E

∩ ∩
= =

∩ ∩
 

Hvor vi har benyttet definition 12 for betinget sandsynlighed. Bemærk, at (42) i princippet 

er en alternativ version af sætning 36 for Bayes' formel på relative odds form. Hændelsen 

1M E∩  kan vi skrive op som en fællesmængde: 

(43)  { } { } { } { }1 Mand 2 er 0+ Barn er A+ Moder er A+ Fader er AM E∩ = ∩ ∩ ∩ −  

idet { } { } { }Mand 1 er A Mand 1 er fader Fader er A− ∩ = − . Når vi skal tage sandsynlig-

heden af hændelsen i (43) bemærker vi, at den første hændelse i fællesmængden er uaf-

hængig af resten, så vi kan benytte definition 15: 

{ } { } { } { }( )
{ }( ) { } { } { }( )

( 1 ) Mand 2 er 0+ Barn er A+ Moder er A+ Fader er A

Mand 2 er 0+ Barn er A+ Moder er A+ Fader er A

P M E P

P P

∩ = ∩ ∩ ∩ −

= ⋅ ∩ ∩ −
 

Derimod kan vi ikke splitte den sidste sandsynlighed op på samme måde, da barnets blod-

type afhænger af forældrenes. I stil med, hvordan vi argumenterede i eksempel 47 b) re-

præsenterer vi hændelsen at barnet er A, faderen er A og moderen er A i AB0-skemaet på 

næste side: De er symboliseret ved de gule felter indenfor den røde ramme. Sandsynlig-

heden for disse er sammenlagt 3
0 0 0 04AA AA AA A A AA A Au u u u u u u u⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ . På tilsvarende 

måde er hændelsen at barnet er Rh+, faderen er Rh– og moderen er Rh+ repræsenteret 

ved de gule felter i den røde ramme i Rhesus-skemaet.  
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Sandsynligheden for denne hændelse er 1
2dd DD dd Ddu u u u⋅ + ⋅ ⋅ . Ligesom i eksempel 47 

udnytter vi herefter, at AB0-systemet og Rhesus-systemet er uafhængige, fordi de to in-

volverede gener sidder på forskellige kromosomer. Dermed har vi: 

(44)  
{ } { } { }( )
( ) ( )3 1

0 0 0 04 2

Barn er A+ Moder er A+ Fader er A

AA AA AA A A AA A A dd DD dd Dd

P

u u u u u u u u u u u u

∩ ∩ −

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
  

Vi skal også huske sandsynligheden for, at Mand 2 er 0+. Den er givet ved produktet af 

fænotype-frekvenserne: 0 00 ( )Rh DD Ddf f u u u+⋅ = ⋅ + . Alt i alt giver det anledning til føl-

gende udtryk for sandsynligheden for hændelsen i (43): 

( ) ( )3 1
0 0 0 0 04 2( 1 )

0,005272241837

AA AA AA A A AA A A dd DD dd Dd RhP M E u u u u u u u u u u u u f f +∩ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=
 

Vi mangler sandsynligheden fra nævneren i (42). Den fås på tilsvarende vis til  

( ) ( )31
00 00 02 4

( 2 )

0,004778393004

AA A DD DD DD Dd Dd DD Dd Dd A RhP M E u u u u u u u u u u u u f f −∩ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

=
 

som fås ved at betragte de blå rammer i skemaet side 58. Vi får endelig følgende odds: 

(45)   
( 1 ) ( 1 ) 0,005272241837

1,103350401
( 2 ) ( 2 ) 0,004778393004

P M E P M E

P M E P M E

∩
= = =

∩
 

De to mænd er altså omtrent lige sandsynlige fædre. Ønsker man konkrete sandsynlighe-

der, kan man udnytte, at sandsynlighederne i tæller og nævner giver 1 tilsammen. Hvis vi 

kalder tælleren for p, skal vi altså løse følgende ligning:  

(46)    1,103350401 0,5245680418
1

p
p

p
= ⇔ =

−
 

Mand 1 har altså en sandsynlighed på 52,5% for at være fader, mens Mand 2 har en sand-

synlighed på 47,5% for at være faderen. 
□  

Bemærkning 49 

I eksempel 48 har vi udregnet odds for faderskab under den implicitte antagelse, at begge 

mænd har samme sandsynlighed for at være fader, når der ses bort fra blodtyperne. Det 

kunne imidlertid være, at kvinden overvejende mistænkte den ene mand for at være fader. 

Måske havde hun været meget mere sammen med Mand 1 end med Mand 2. Man kan 

godt indregne anden ekstra evidens som denne – eventuelt vurderet ved skøn – og så 

anvende Bayes' formel på relative Odds form fra sætning 36 til at opdatere sandsynlig-

hederne. A priori relative odds bliver derved opdateret til a posteriori relative odds.   
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8. Kædereglen og betinget uafhængighed 

Formålet med den sidste del af denne note er at studere de såkaldte bayesianske netværk. 

Til det formål har vi brug for at et ekstra begreb, nemlig betinget uafhængighed samt en 

meget vigtig formel kaldet kædereglen. Sidstnævnte skal sætte os i stand til at kunne 

reducere komplicerede regninger med betingede sandsynligheder.  

 

Bemærkning 50 

Fremover vil vi få brug for at udregne betingede sandsynligheder, hvor der er flere betin-

gelser involveret. Det svarer til at udregne en betinget sandsynlighed givet fællesmæng-

den af de pågældende betingelser. Således er 1 2( )P A E E∩  den betingede sandsynlighed 

for hændelsen A givet betingelserne 1E  og 2E . Begge skal altså være opfyldt. Af nota-

tionsmæssige årsager vil vi undertiden skrive dette som 1 2( , )P A E E . Vi vil gøre noget 

tilsvarende, hvis A er en fællesmængde: 1 2 1 2( )n mP A A A E E E∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩… …  vil vi 

således ofte skrive som 1 2 1 2( , , , , , , )n mP A A A E E E… … . □  

 

Definition 51  (Betinget uafhængighed) 

Lad A og B være to hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Antag at E er en tredje 

hændelse, hvor der gælder ( ) 0P E ≠ . Hændelserne A og B kaldes betinget uafhængige 

givet E, hvis 

(47)      ( ) ( ) ( )P A B E P A E P B E∩ = ⋅   

 

Ifølge definition 12 i afsnit 3 er kravet for at to hændelser A og B kan siges at være uaf-

hængige, at der gælder ( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ⋅ . I bemærkning 16 så vi, at det er ensbe-

tydende med, at ( ) ( )P A B P A=  skal være opfyldt. Man kunne få den tanke, at der er en 

lignende alternativ måde at karakterisere betinget uafhængighed på. Svaret er bekræften-

de. Vi har nemlig følgende sætning:  

 

Sætning 52  (Betinget uafhængighed) 

Givet tre hændelser A, B og E i et endeligt sandsynlighedsfelt, hvor ( ) 0P E ≠ . Da 

gælder: 

(48)   og  er betinget uafhængige givet ( , ) ( )A B E P A B E P A E⇔ =  

 

Bevis: Lad os omskrive venstresiden i (47) ved brug af definition 12 og sætning 14: 

(49)  
( , ) ( )(( ) ) ( ( ))

( )
( ) ( ) ( )

( )
( , ) ( , ) ( )

( )

P A B E P B EP A B E P A B E
P A B E

P E P E P E

P B E
P A B E P A B E P B E

P E

⋅ ∩∩ ∩ ∩ ∩
∩ = = =

∩
= ⋅ = ⋅

 

Sammenlignes det sidste med højresiden i (47), fås det ønskede. □  
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Man kunne måske få den formodning, at der er en sammenhæng mellem uafhængighed 

og betinget uafhængighed, men det er ikke tilfældet. Hvis man tænker lidt nærmere over 

det, er det egentligt heller ikke så underligt, for i en betinget sandsynlighed ses der så at 

sige bort fra de udfald, som ligger udenfor den delmængde, der betinges til, og sidstnævn-

te kan jo se ud på mange måder. Lad os kigge på nogle eksempler.  

 

 

Eksempel 53 

Der udtrækkes et kort fra et spil kort 

med 52 kort plus 3 jokere. Betragt de 

tre hændelser: 

A : Kortet er et es 

B : Kortet er en hjerter 

E : Kortet er ikke en joker 

Da alle kort har samme sandsynlighed 

for at blive udtrukket, og der er fire 

esser, har vi 4
55( )P A = . Når vi skal 

udregne den betingede sandsynlighed 

for A givet E, skal vi derimod kun kig-

ge på de 52 kort, som ikke er jokere. 

Der er 4 esser ud af de 52 kort, så 4 1
52 13( )P A E = = . Tilsvarende fås at 13

55( )P B =  og 
13 1
52 4( )P B E = = . Hændelsen A B∩  indeholder kun hjerter es, hvorfor 1

55( )P A B∩ =  og 
1

52( )P A B E∩ = .  

13 524
55 55 3025

1 1 1
13 4 52

( ) ( ) hvormed  ( ) ( ) ( )

( ) ( )  hvormed  ( ) ( ) ( )

P A P B P A B P A P B

P A E P B E P A B E P A E P B E

⋅ = ⋅ = ∩ ≠ ⋅

⋅ = ⋅ = ∩ = ⋅
 

Hændelserne A og B er altså ikke uafhængige, hvorimod de er betinget uafhængige givet 

E. Det samme kunne være indset ved at benytte henholdsvis bemærkning 16 og sætning 

52. Blandt hjerterne er der kun ét es, hvoraf vi får:  

    
1
13

1
13

( )   hvormed   ( ) ( )

( , )   hvormed  ( , ) ( )

P A B P A B P A

P A B E P A B E P A E

= ≠

= =
 

Dermed har vi givet et modbevis til hypotesen om at betinget uafhængighed generelt 

skulle medføre afhængighed.  

 

 

Eksempel 54 

Ved et idrætsstævne med flere discipliner var der i alt 900 tilskuere. Inddelt efter køn, 

alder (over eller under 30 år) og om de pågældende overværede en fodboldkamp eller ej, 

fordeler tilskuerne sig, som det fremgår af tabellen på næste side. På hver stævnebillet 

står et nummer. Ved afslutningsceremonien foretages en udtrækning blandt billetnumre-

ne, og vinderen modtager et gavekort til byens gourmetrestaurant.  
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Betragt følgende hændelser:  

M : Vinderen er en mand/dreng 

A : Vinderen er under 30 år 

F : Vinderen overværede en fodboldkamp 

 

Lad os undersøge om M og A er uafhængige hændelser.  

100 200 40 200 540
( ) 0,60

900 900

100 200 300
( ) 0,60

100 200 20 180 500

P M

P M A

+ + +
= = =

+
= = =

+ + +

 

Eftersom ( ) ( )P M A P M= , er hændelserne M og A uafhængige, ifølge bemærkning 16. 

Oplysningen om, at vinderen er under 30 år gammel, ændrede altså ikke på sandsynlig-

heden for at vinderen er en mand! Lad os undersøge, om M og A er betinget uafhængige 

givet hændelsen F: 

100 40 140
( ) 0,70

100 40 20 40 200

100 100
( , ) 0,8333

100 20 120

P M F

P M A F

+
= = =

+ + +

= = =
+

 

Da ( , ) ( )P M A F P M F≠ , er hændelserne M og A altså ikke betinget uafhængige givet 

F, ifølge sætning 52. Når man ved, at vinderen har overværet fodbold, øger den ekstra 

oplysning om at vinderen desuden er under 30 år gammel, sandsynligheden for at vin-

deren er en mand/dreng, fra 70% til over 83%. Altså ingen betinget uafhængighed her. Vi 

har dermed også aflivet hypotesen om, at uafhængighed generelt skulle medføre betinget 

uafhængighed!  

□  
 

Nu til den meget vigtige kæderegel for betingede sandsynligheder:  

 

Sætning 55  (Kædereglen) 

Lad 1 2, , , nA A A…  være hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt. Antag desuden at 

2 3( , , , ) 0nP A A A ≠… . Da gælder: 

(50)     1 2 1
1

( , , , ) ( , , )
n

n k k n

k

P A A A P A A A+
=

= ∏… …  

 

40200 40 18020200100 120

Køn

Alder > 30 år > 30 år≤ 30 år ≤ 30 år

Overværede fodboldkamp Ja Nej Nej Nej NejJa Ja Ja

Antal

Mand Kvinde
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Det store pi-tegn er et såkaldt produkttegn og betyder, at man skal gange størrelserne til 

højre for tegnet sammen fra 1k =  til k n= . Lad os opskrive udtrykkene for nogle af de 

første værdier af n, og derefter bevise sætningen i et specialtilfælde. Sidstnævnte bevis 

kan umiddelbart udvides til det generelle tilfælde.   

 

1 2 1 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3 3

1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4 3 4 4

2 : ( , ) ( ) ( )

3: ( , , ) ( , ) ( ) ( )

4 : ( , , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( )

n P A A P A A P A

n P A A A P A A A P A A P A

n P A A A A P A A A A P A A A P A A P A

= = ⋅

= = ⋅ ⋅

= = ⋅ ⋅ ⋅

 

 

Bevis for sætning 55 for tilfældet 4n = :  

(51)  

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4 2 3 4

1 2 3 4 2 3 4

1 2 3 4 2 3 4 3 4

1 2 3 4 2 3 4 3 4 4

( , , , ) ( )

( ( ))

( ) ( )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( ) ( )

P A A A A P A A A A

P A A A A

P A A A A P A A A

P A A A A P A A A

P A A A A P A A A P A A

P A A A A P A A A P A A P A

= ∩ ∩ ∩

= ∩ ∩ ∩

= ∩ ∩ ⋅ ∩ ∩

= ⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅

 

hvor vi i tredje lighedstegn har brugt (1) i sætning 14. I fjerde lighedstegn oversætter vi 

blot til den nye notation fra bemærkning 50. Det andet led i linje 4 er 2 3 4( , , )P A A A . Hvad 

vi lige har gjort med 1 2 3 4( , , , )P A A A A , gentager vi nu med 2 3 4( , , )P A A A . Det er helt 

analogt. Dermed fås linje 5 og derefter linje 6.  

□  
 

Bemærkning 56 

Det er en vigtig iagttagelse, at der ikke sker noget med udtrykket på venstre side i (50), 

hvis man bytter rundt på A'erne. Derfor er udtrykket på højre side af lighedstegnet også 

uafhængig af ombytning af A'erne. Der er altså stor valgfrihed. I konkrete problemstillin-

ger skal man vælge rækkefølgen med omhu. Det smukke ved Bayes' formel er, at den er 

coherent: Det er ligegyldig hvilken rækkefølge evidenserne behandles i, eller om de end-

da behandles under ét: det vil altid give det samme slutresultat! 

 

 

Eksempel 57 

En krukke indeholder 30 blå kugler og 6 røde. Der trækkes nu i 

blinde tre kugler fra krukken, én efter én. Hvad er sandsynligheden 

for i første trækning at få en blå, i næste en rød, og i den sidste en 

blå kugle? Et udfald kan man passende skrive som et tre-tuppel. Vi 

skal finde sandsynligheden for ( , , )b r b . Rækkefølgen er her vigtig. 

Vi indfører følgende hændelser: 

Udtrækning nr.  gav en rød kugle

Udtrækning nr.  gav en blå kugl

:

e:
k

k

R

B

k

k
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Formelt set er hændelsen 2R  for eksempel den delmængde, der består af alle de tre-tupler, 

som har et r i den anden indgang. Vi skal bestemme 3 2 1( )P B R B∩ ∩  eller 3 2 1( , , ),P B R B

som er det samme. Alle tre hændelser 1 2 3, ogB R B  skal indtræffe, derfor en fællesmæng-

de! Rækkefølgen vi skriver hændelserne i er ligegyldig, men af pædagogiske årsager 

skriver vi dem, som vi gør. Vi kan nu bruge kædereglen:  

29 6 30 29
3 2 1 3 2 1 2 1 1 34 35 36 238( , , ) ( , ) ( ) ( )P B R B P B R B P R B P B= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

Måske ville det være mere logisk, hvis produktet blev skrevet i omvendt rækkefølge, for 

de 30
36  svarer til sandsynligheden for at få en blå kugle i første trækning, da der er 30 blå 

kugler og 36 kugler i alt. I næste trækning er der stadig 6 røde kugler tilbage, mens der 

kun er 29 blå kugler. Derfor er sandsynligheden for at få en rød kugle i anden udtrækning 

lig med 6
35  – det er en betinget sandsynlighed, givet udfaldet af første trækning. I sidste 

trækning er der 29 blå kugler tilbage og 5 røde kugler. Det giver en sandsynlighed på 29
34  

for at få en blå kugle i sidste trækning – det er en betinget sandsynlighed givet udfaldene 

af de første to trækninger.  

□  
 

Eksempel 58 

Der er festuge i byen. Ægteparret Anders og Lise overvejer at deltage om fredagen, hvor 

der er et særligt arrangement. Det kræver imidlertid, at Anders kan få fri fra arbejde. 

Anders vurderer, at der er fifty-fifty chance for at få fri. Lise vil helt sikkert deltage, hvis 

Anders kan. Derimod vurderer hun, at der kun er 25% chance for, at hun vil deltage, hvis 

Anders ikke kan deltage. Ulla er arbejdskollega med Lise, og hun overvejer også at tage 

med. Lise lover at ringe til Ulla for at fortælle, om hun deltager. Hvis det bliver et ja fra 

Lise, så vil Ulla spørge chefen om lov til at få fri. Hun vurderer, at der er 90% chance for 

i givet fald at få fri. Hvad er sandsynligheden for, at de alle tre kommer til byfest om 

fredagen? 

 

Løsning: Vi indfører følgende hændelser: A: Anders kommer til byfest. L: Lise kommer 

til byfest og U: Ulla kommer til byfest. Vi bruger kædereglen: 

( , , ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0,90 1,00 0,50

0,45

P U L A P U L A P L A P A

P U L P L A P A

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅

=

 

Der er altså 45% chance for at de alle tre kommer til byfest om fredagen. Bemærk, at vi i 

anden linje har foretaget en reduktion. Vi ved nemlig, at Ullas beslutning om at deltage 

ikke afhænger af Anders' deltagelse, så længe Lise deltager. Sagt med hændelser, så er U 

betinget uafhængig af A givet L, altså ( , ) ( )P U L A P U L= .  

□  
 

Måske kunne du godt have klaret opgaven i eksempel 49 og 50 uden at kende til kæde-

reglen på formelt plan. Når tingene bliver mere komplicerede i de såkaldte bayesianske 

netværk vil vi dog se, at kædereglen er helt essentiel, da den skal bruges til at "nedbryde" 
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beregningen af komplicerede sandsynligheder til et produkt af sandsynligheder, der er 

nemmere at have med at gøre …        

 

 

Eksempel 59  (Simpsons paradoks) 

I en fiktiv historie forestiller vi os to læger, Klausen og Jensen, som begge foretager hjer-

teoperationer og lægger forbindinger på patienter. Figuren nedenfor illustrerer, hvor man-

ge behandlinger hver læge har gennemført af hver type, og de sorte ikoner indikerer de 

personer, som modtog en vellykket behandling. Hvis vi tæller sammen, opdager vi, at den 

totale succesrate for Klausen er 63 84 0,75 75%= = , mens den for Jensen er lig med   

72 90 0,80 80%= = . Studerer man derimod kategorierne hver for sig, tegner der sig et 

andet billede: Klausen har en succesrate på 49 70 0,70 70%= =  for hjerteoperationer og 

en succesrate på 14 14 1 100%= =  for at lægge forbindinger. De tilsvarende tal for Jensen 

er henholdsvis 6 15 0,30 30%= =  og 66 75 0,88 88%= = . Jensen har altså samlet set 

den største succesrate, mens Klausen på hver kategori har den bedste succesrate. Dette 

fænomen kan umiddelbart virke meget mærkeligt og går under betegnelsen Simpsons pa-

radoks – selv om der formelt set ikke er tale om et egentligt paradoks.  

 

 

 

Nu kan man naturligvis ikke vide, hvordan Klausen ville have klaret sig i Jensens behand-

linger og omvendt, men gør vi den antagelse, at ovenstående vil være det typiske billede 

for de to læger på alle typer af patienter, så må vi konkludere, at Klausen sandsynligvis 

er den bedste læge af de to, og at han sandsynligvis netop som følge heraf har fået tildelt 

de mere risikable hjerteoperationer. Læren må være, at man skal være forsigtig med at 

foretage sammenlægninger af kategorier indenfor statistik. Man kan også sige, at behand-

lingstypen her er en skjult variabel. Det rigtige her vil være at se på hver kategori for sig! 

 

Til den avancerede læser: I en sandsynlighedsteoretisk kontekst vil Simpson's paradoks 

lyde som følger, hvor vi har følgende hændelser:   

Hjerteopera!on

Klausen Jensen

Forbinding
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S : Patienten får en succesfuld behandling 

J : Patienten behandles af læge Jensen 

H : Patienten får en hjerteoperation.  

 

Udfaldsrummet er mængden af alle patienter i databanken ovenfor. Heraf ses, at de kom-

plementære hændelser til J og H er: 

cJ  : Patienten behandles af læge Klausen 
cH : Patienten får lagt en forbinding 

Fra data har vi umiddelbart: 

(52a)     ( , ) ( , )
c

P S J H P S J H<  

(52b)     ( , ) ( , )
cc cP S J H P S J H<  

(52c)     ( ) ( )
c

P S J P S J>  

Vi kan udtrykke venstresiden og højresiden i ulighed (52c) ved hjælp af venstre og høj-

residerne i (52a) og (52b):   

(53)   
( ) ( )

(

( ) ( , ) ( , )

( ) ( , ) ( , )) ( )

c

cc cc

c

cc c

P S J P S H J P S H J

P S J P S H J P S H J

P H J P H J

P H J P H J

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅
 

hvor vi har benyttet, at , cS H S H∩ ∩  er en klassedeling af S, (53) samt appendiks A. 

Detaljerne overlades til den avancerede læser. De med rødt fremhævede faktorer i (53) 

kan betragtes som en slags "vægte". Med passende værdier af disse kan ulighedstegnet 

altså vendes om, som det sker i (52c). 

□  

 

Bemærkning 60 

I appendiks A er en meget nyttig erkendelse beskrevet: Hvis man har en formel, som 

gælder for alle sandsynlighedsfunktioner, så gælder den også med betingelser indsat. 

Eftersom , cS H S H∩ ∩  indlysende er en klassedeling af S, gælder der ifølge sætning 

9d): ( ) ( ) ( )cP S P S H P S H= ∩ + ∩ . Derfor gælder formlen også med betingelsen J ind-

sat: ( ) ( ) ( )cP S J P S H J P S H J= ∩ + ∩ . Det kan naturligvis også vises direkte, uden 

brug af appendiks A, men dette redskab er nyttig at have til rådighed!  
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9. Kort om grafer 

En graf består af en mængde af knuder og en mængde af kanter. En kant er en forbindel-

seslinje mellem to knuder. Man taler om ikke-orienterede og orienterede grafer. I først-

nævnte har kanterne ikke nogen retning, mens hver kant i sidstnævnte type har en retning. 

I orienterede grafer kan der forekomme cykler, som vist i delfigur (B) nedenfor. Hvis man 

starter i en knude i en cykel og følger kanterne rundt i kanternes retning, så kommer man 

tilbage til udgangspunktet. En acyklisk graf, som illustreret i delfigur (C), har ingen 

cykler. Vi fik i øvrigt gjort den cykliske graf i delfigur (B) acyklisk ved at vende retningen 

af kanten, der forbinder knuderne 3 og 5. To knuder kaldes naboknuder, såfremt de er 

forbundne med en kant. Hvis A og B er naboknuder i en orienteret graf, og retningen af 

kanten går fra A til B, så vil vi kalde A for en forældreknude til B og B for en barneknude 

til A. På delfigur (C) nedenfor er knuderne 1 og 5 således forældreknuderne til knude 3, 

mens knude 3 og 4 begge er børn af knude 5.  

 

 
 

Teorien om grafer udgør et helt selvstændigt område i matematikken: Grafteori eller på 

engelsk Graph Theory. Typisk ændres en graf ikke ved, at man "vrider" lidt i den, så 

længe kanterne ikke brydes. Et berømt problem, som kan formuleres og analyseres i en 

grafmæssig sammenhæng, er det såkaldte travelling salesman problem. Det består i, at en 

sælger skal fra en by A til en by B. Sælgeren kan vælge forskellige veje. Hvilken en er 

den korteste? Her udgør byerne A og B samt mellemliggende byer/trafikknudepunkter 

knuderne i grafen, og vejene er kanterne. I dette tilfælde er grafen vægtet, idet hver kant 

har tilknyttet et tal, nemlig vejafstanden. Den interesserede læser kan studere dette emne 

på egen hånd. I denne note skal vi dog kun bruge graf-begrebet som et koncept.   

1

2

3

4 5

6

1

2

3

4 5

6

1

2

3

4 5

6

(A) ikke-orienteret graf (B) Orienteret graf med cykel

(C) Orienteret acyklisk graf
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10. Bayesianske netværk 

Vi er nu rede til at give en præcis definition på et bayesiansk netværk. Hvis du finder det 

lovligt abstrakt på dette sted, kan du vælge at læse let hen over det og vende tilbage, når 

du inden længe ser konkrete eksempler på bayesianske netværk.  

 

Definition 61 (Bayesiansk netværk) 

Et Bayesiansk netværk (BN) er en tripel ( , , )V A P  derved at: 

a) 1 2{ , , , }nX X X=V …  er en mængde af stokastiske variable. De stokastiske vari-

 able kan visuelt tænkes anbragt i hver deres knude i en graf.   

b) A er en mængde af forbindelseslinjer, kaldet kanter, mellem knuderne omtalt i 

 a). Tilsammen skal ( , )V A  udgøre en orienteret acyklisk graf.   

c) P er en mængde af betingede sandsynligheder: Til hver knude hører en tabel 

 med de betingede sandsynligheder for den tilhørende stokastiske variabel,  givet 

 værdierne for de stokastiske variable i grafens forældre-knuder. Denne knude-

 punktstabel betegnes ofte NPT (Node Probability Table).     

 

Bemærkning 62 

På engelsk betegnes et bayesiansk netværk et Bayesian network eller et Belief network. 

Det sidste kommer af, at man, som vi senere skal se, kan tildele nogle mere eller mindre 

subjektive værdier til knuderne i netværket og udregne, hvilken indflydelse det har på 

sandsynlighederne for værdierne af de stokastiske variable i de øvrige knuder. Et bayesi-

ansk netværk omtales ofte med forkortelsen BN.   

 

Bemærkning 63 

Man kan vise, at hvis man har at gøre med en ikke-orienteret graf, kan man ofte ikke 

repræsentere al information om sandsynlighedernes afhængighed i netværket. Ved at kræ-

ve at kanterne har en retning, bliver dette heldigvis muligt. Udover at kræve at grafen er 

orienteret, er der også krav om, at grafen ikke må indeholde cykler. Det skyldes, at der 

ellers kan opstå inkonsistens i knudepunktstabellerne. Med kravet om en acyklisk graf får 

man i øvrigt en eller flere knuder, som ikke har forældre-knuder. Disse knuder vil dermed 

indeholde ubetingede sandsynligheder. Mængden af de betingede sandsynligheder kan 

lidt abstrakt skrives: { }( ) ( ),i i iP X parents X X= ∈P V , hvor ( )iparents X  betyder de 

stokastiske variable hørende til forældreknuderne til den i'te knude.   

 

 

 

11. Beregninger i et konkret bayesiansk netværk 

For at det hele ikke skal drukne i matematisk formalisme, vil vi i dette afsnit tage fat i et 

eksempel på et bayesiansk netværk for konkret at illustrere begreber som simultane sand-

synligheder og marginale sandsynligheder. Situationen er skitseret på næste side. 
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Niels sover over sig

(O)

Metroen er defekt

(M)

Niels kommer for

sent på arbejde

(N)

Chefen giver Niels

en reprimande (C)

Anna kommer for

sent på arbejde

(A)

True

True True

True

True

True

False

False False

0.90 0.95 0.15

0.850.05

0.30 0.50 0.10

0.900.500.700.10

False

False

False

Niels sover over sig

Metroen er defektMetroen er defekt

Niels kommer for sent på arbejde

Anna kommer for sent på arbejde

True

True True

True

False

False

1.00 0.90 1.00 0.00

1.000.000.100.00

False

FalseNiels møder for sent

Anna møder for sent

Chefen giver Niels en reprimande

True

0.85

0.15

False

Niels sover over sig

True

0.95

0.05

False

Metroen er defekt

Eksempel på Bayesiansk netværk: For sent på arbejde
Niels og Anna arbejder på samme arbejdsplads og begge tager normalt Metroen !l arbejde.

Niels er i modsætning !l Anna et B-menneske, som har svært ved at komme op om

morgenen, så det sker, at han sover over sig. Hvis metroen står s!lle på grund af repara!oner,

så er de nødt !l (individuelt) at vælge et andet transportmiddel for at komme !l arbejde. Det

er Niels' job at åbne forretnings-afdelingen. Hvis han ikke gør det !l !den modtager han en

reprimande fra chefen. Anna har dog været så venlig at !lbyde at gøre det for ham i de

!lfælde, hvor han kommer for sent, undtagen i de !lfælde, hvor hun er kaldt ud !l kunder

eller selv er kommet for sent.
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Det aktuelle netværk udmærker sig ikke ved at være særligt nyttigt, men er valgt for at 

skabe intuition hos læseren. Netværket har i alt fem knuder eller knudepunkter. De kan 

hver især antage nogle værdier. I dette simple eksempel er disse værdier False og True, 

svarende til falsk eller sandt. På figuren er desuden anført en knudepunktstabel for hver 

knude, forkortet NPT for det engelske udtryk Node Probability Table. Vi vil referere til 

hver knude ved hjælp af en stokastisk variabel. Bogstaverne for de stokastiske variable er 

angivet i parentes i hver knude i det bayesianske netværk (se figur). Den stokastiske varia-

bel for knuden "Niels kommer for sent på arbejde" har for eksempel fået tildelt bogstavet 

N. Knudepunktstabellen for den pågældende knude indeholder sandsynlighederne for, at 

knuden antager værdierne False henholdsvis True, givet de mulige værdier af forældre-

knuderne.  

 

 
 

Det matematiske indhold af det med rødt fremhævede tal i knudepunktstabellen ovenfor 

kan udtrykkes således:  

(54)      ( ) 0,30P N False O False M True= = ∩ = =  

Udtrykket N False=  repræsenterer hændelsen, at Niels ikke møder for sent, mens fæl-

lesmængden O False M True= ∩ =  repræsenterer hændelsen, at Niels ikke sover over sig 

og Metroen er defekt. Skal vi udtrykke det hele sprogligt, kan det gøres således: 

Sandsynligheden for at Niels ikke møder for sent, givet at han ikke sover over sig og 

Metroen er defekt, er 30%.  

eller måske endnu bedre: 

Hvis Niels ikke sover over sig og Metroen er defekt, er der 30% sandsynlighed for at 

Niels kommer til tiden.  

Vi har altså ifølge definition 12 at gøre med en betinget sandsynlighed her. Af notations-

mæssige årsager vælger man ofte at skrive (54) på følgende alternative måde, hvor fæl-

lesmængdetegnet er udskiftet med et komma, jf. bemærkning 50: 

(55)      ( , ) 0,30P N False O True M False= = = =  

Den simultane sandsynlighedsfordeling 

Men det er jo sjældent de betingede sandsynligheder, man er interesseret i. Det er normalt 

mere interessant at vide, hvad sandsynligheden er for, at Niels møder til tiden, altså at 

kende ( )P N False= . Før vi kan angribe dette problem, skal vi først se på den såkaldte 

simultane sandsynlighedsfordeling (på engelsk Joint Probability Distribution). Denne 

indbefatter alle de stokastiske variable i det bayesianske netværk, hvilket her er C, A, N, 

True

True True

True

False

False

0.90 0.30 0.50 0.10

0.900.500.700.10

False

False

Niels sover over sig

Metroen er defekt

Niels kommer for sent på arbejde
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M og O. Man er interesseret i sandsynligheden for en given kombination af udfald for 

hver af de fem stokastiske variable. Da hver stokastisk variabel i dette tilfælde kan antage 

værdierne False eller True, er der altså 52 32=  mulige kombinationer af værdier af de 

fem variable. C True A False N True M True O False= ∩ = ∩ = ∩ = ∩ =  er bare et ek-

sempel blandt de 32 mulige hændelser. Men kan vi overhovedet udregne sandsynligheden 

( )P C True A False N True M True O False= ∩ = ∩ = ∩ = ∩ = ? Vi har umiddelbart kun 

knudepunktstabellerne til rådighed. Svaret er heldigvis ja. Ved hjælp af kædereglen kan 

vi nemlig nedbryde sandsynligheden i mindre dele: 

 

(56)  

( , , , , )

( , , , )

( , , )

( , )

( )

( )

P C True A False N True M True O False

P C True A False N True M True O False

P A False N True M True O False

P N True M True O False

P M True O False

P O False

= = = = = =

= = = = =

⋅ = = = =

⋅ = = =

⋅ = =

⋅ =

 

 

Angående den første faktor i produktet efter lighedstegnet, bemærkes det, at C er betinget 

uafhængig af både M og O givet værdierne af A og N. Dette indses ved at betragte kanterne 

i netværket: M og O er ikke efterkommere til C, hvorfor deres værdier ikke kan ændre 

sandsynligheden for C, når man kender værdierne af C 's forældreknuder A og N! Generelt 

defineres en knude B i et BN at være en efterkommer af en anden knude A i netværket, 

hvis B kan nås fra A ved at følge eksisterende kanter i pilenes retning. På grund af den 

betingede uafhængighed kan vi stryge M og O fra betingelsen: 

(57)   
( , , , )

( , )

P C True A False N True M True O False

P C True A False N True

= = = = =

= = = =
 

Sådanne typer ræsonnementer er vigtige, når man skal foretage beregninger i Bayesianske 

netværk. På samme måde kan vi reducere de øvrige faktorer i (56) og får: 

 

(58)  

( , , , , )

( , )

( )

( , )

( )

( )

P C True A False N True M True O False

P C True A False N True

P A False M True

P N True M True O False

P M True

P O False

= = = = = =

= = =

⋅ = =

⋅ = = =

⋅ =

⋅ =

 

  

Indsætter vi tallene fra knudepunktstabellerne, får vi: 

 

(59)   
( , , , , )

0,10 0,15 0,70 0,05 0,85 0,0004462500

P C True A False N True M True O False= = = = =

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
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Vi ser, at der er en sandsynlighed på kun 0,000446, for at alle fem ting indtræffer sam-

tidigt, altså at Niels ikke sover over sig, at metroen er defekt, at Niels kommer for sent, 

at Anna ikke kommer for sent og at Chefen giver Niels en reprimande. Vi vil ofte lade 

udtrykket ( , , , , ) ( )P C A N M O P C A N M O= ∩ ∩ ∩ ∩  betegne den simultane sandsyn-

lighedsfordeling, idet vi underforstår, at hver af de fem stokastiske variable antager vær-

dierne henholdsvis False og True, hvilket her giver i alt 32 mulige kombinationer. 

 

 

 
 

 

De marginale sandsynlighedsfordelinger 

Som nævnt tidligere vil vi gerne kunne bestemme ( )P N False= , altså besvare spørgs-

målet: Hvad er sandsynligheden for, at Niels ikke kommer for sent? Her er tale om en 

sandsynlighed uden betingelser, og den involverer kun én af de stokastiske variable. Vi 

søger med andre ord den marginale sandsynlighedsfordeling (på engelsk Marginal Pro-

bability Distribution). Løsningen er at summere alle de simultane sandsynligheder, som 

opfylder N False= .   

(60)     
, , ,

( ) ( , , , , )
C A M O

P N False P C A N False M O= = =∑  

hvor der summeres over alle kombinationer af værdier af de stokastiske variable C, A, M, 

og O. Hver variabel kan antage de to værdier False og True. Der er altså i alt 16 forskellige 

sandsynligheder at summere over. For at være lidt mere "økonomisk" vælger vi at udreg-

ne hele den marginale fordeling for N på én gang: 

 (61)     
, , ,

( ) ( , , , , )
C A M O

P N P C A N M O= ∑  

Man kan så bare erstatte N med N False=  eller N True= . Vi skal anvende kædereglen 

på (61) og derefter foretage reduktioner, så vi ender op med et udtryk for den marginale 

sandsynlighed, hvori der kun indgår sandsynligheder fra knudepunktstabellerne.  
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(62)  

, , ,

, , ,

, , ,

,

,

( ) ( , , , , )

( , , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( ) ( )

C A M O

C A M O

C A M O

M O A C

M A

P N P C A N M O

P C A N M O P A N M O P N M O P M O P O

P C A N P A M P N M O P M P O

P N M O P M P O P A M P C A N

P N M O P M P O P A M

=

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

  
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

  

 
= ⋅ ⋅ ⋅  

 

∑

∑

∑

∑ ∑ ∑

∑

,

( , ) ( ) ( )

O

M O

P N M O P M P O= ⋅ ⋅

∑

∑

  

 

hvor vi har benyttet følgende:  

1. lighedstegn: De simultane sandsynligheder summeres over alle variable, bortset fra 

den, vi ønsker den marginale sandsynlighed for, her N. 

2. lighedstegn: Kædereglen i sætning 55 er benyttet. 

3. lighedstegn: Betingede uafhængigheder i det Bayesianske netværk er benyttet.  

4. lighedstegn: Der er (indirekte) fire summationstegn, nemlig én for hver variabel. 

Mange af de indgående sandsynligheder afhænger ikke af C og A, så de 

er sat udenfor summationstegnene for C og A. Dette trin kræver lidt 

snilde. 

5. lighedstegn: Vi udnytter, at den inderste summation med C er lig med 1 ifølge sæt-

ning 29 side 17.  

6. lighedstegn: Igen bruges sætning 29.          

 

For at bestemme sandsynligheden for at Niels ikke kommer for sent på arbejde, indsætter 

vi N False=  på 'N s  plads i (62): 

 

(63)  

,

( ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

( ,

M O

P N False P N False M O P M P O

P N False M False O False P M False P O False

P N False M False O True P M False P O True

P N False M True O False P M True P O False

P N False M True O Tru

= = = ⋅ ⋅ =

= = = ⋅ = ⋅ =

+ = = = ⋅ = ⋅ =

+ = = = ⋅ = ⋅ =

+ = = =

∑

) ( ) ( )

0,90 0,95 0,85 0,50 0,95 0,15 0,30 0,05 0,85 0,10 0,05 0,15

0,8115

e P M True P O True⋅ = ⋅ =

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

=

 

 

Sandsynligheden for, at Niels ikke kommer for sent til arbejde – dvs. kommer til tiden – 

er altså 81,15%. Den meget opmærksomme læser vil bemærke, at der egentligt bare er 
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tale om det vejede gennemsnit af sandsynligheder i knudepunktstabellen for N. Vægtene 

er sandsynlighederne ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )P M O P M O P O P M P O= ⋅ = ⋅ . Generelt bør man dog 

være varsom med at tage genveje i et netværk. Den sikre vej er altid at foretage summation 

over alle de relevante simultane sandsynligheder, som vi har gjort ovenfor. 

 

Bemærkning 64 

For at udregne ( )P N True=  kunne vi have foretaget en summation à la (63), men da N 

kun kan antage de to værdier False og True, kan vi lige så godt bruge sætning 9d): 

(64)   ( ) 1 ( ) 1 0,8115 0,1885P N True P N False= = − = = − =   

□  
 

 

Opdatering af marginale sandsynligheder når evidens er givet 

En af de store pointer ved at anvende Bayesianske netværk er, at man kan tilføje ny viden 

(information, evidens) til det og iagttage, hvilken virkning det har på de marginale sand-

synligheder. Som et eksempel vil vi antage, at vi har indhentet information om, at Anna 

er kommet for sent på arbejde. Hvad er nu den opdaterede sandsynlighed for, at Niels 

også er kommet for sent på arbejde? Vi efterspørger med andre ord den betingede sand-

synlighed ( )P N True A True= = . Som tidligere gør vi det en smule mere generelt ved at 

udregne ( )P N A True= , idet N da kan udskiftes med N True=  eller N False= .  

 

(65) 

, ,

, ,

, ,

( )

( )

( )

1
( , , , , )

( )

1
( , , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( )

( )

1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( )

1

(

C M O

C M O

C M O

P N A True

P N A True

P A True

P C A True N M O
P A True

P C A True N M O P A True N M O P N M O P M O P O
P A True

P C A True N P A True M P N M O P M P O
P A True

P A T

=

∩ =
=

=

= ⋅ =
=

= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
=

= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
=

=
=

∑

∑

∑

,

,

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
)

1
( ) ( , ) ( ) ( )

( )

M O C

M O

P A True M P N M O P M P O P C A True N
rue

P A True M P N M O P M P O
P A True

  
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

  

= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
=

∑ ∑

∑
 

hvor vi har benyttet følgende:  

1. lighedstegn: Definition 12 er benyttet.  

2. lighedstegn: Sandsynligheden ( )P N A True∩ =  bestemmes ved at addere alle de si-

multane sandsynligheder, der opfylder N og A True= . Da N underfor-

stås kendt, skal der altså summeres over alle mulige kombinationer af 

værdierne af C, M og O.  
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3. lighedstegn: Kædereglen i sætning 55 er benyttet. 

4. lighedstegn: Betingede uafhængigheder i det Bayesianske netværk er benyttet.  

5. lighedstegn: Vi sætter de størrelser uden for C-summationstegnet, som ikke afhæn-

ger af C.  

6. lighedstegn: Vi udnytter, at den inderste summation med C er lig med 1 ifølge sæt-

ning 29 side 17.  

 

Vi er nu rede til at beregne den opdaterede marginale sandsynlighed for N True= , givet 

informationen A True= . Vi indsætter N True=  på N's plads i det sidste udtryk i (65): 

 

(66) 

[

,

( )

1
( ) ( , ) ( ) ( )

( )

1

( )

( ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) (

M O

P N True A True

P A True M P N True M O P M P O
P A True

P A True

P A True M False P N True M False O False P M False P O False

P A True M False P N True M False O True P M False P O True

= =

= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅
=

= ⋅
=

= = ⋅ = = = ⋅ = ⋅ =

+ = = ⋅ = = = ⋅ = ⋅ =

∑

]

[

)

( ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( )

1

0,09

0,05 0,10 0,95 0,85

0,05 0,50 0,95 0,15

0,85 0,70 0,05 0,85

0,85 0,90 0,

P A True M True P N True M True O False P M True P O False

P A True M True P N True M True O True P M True P O True

+ = = ⋅ = = = ⋅ = ⋅ =

+ = = ⋅ = = = ⋅ = ⋅ =

= ⋅

⋅ ⋅ ⋅

+ ⋅ ⋅ ⋅

+ ⋅ ⋅ ⋅

+ ⋅ ⋅

]
05 0,15

0,429

⋅

=

 

 

hvor de forskellige betingede sandsynligheder aflæses i knudepunktstabellerne. Den mar-

ginale sandsynlighed ( ) 0,09P A True= =  antages udregnet efter samme principper, som 

vi udregnede den marginale sandsynlighed ( )P N False=  i (62) og (63) – se evt. opgave 

11.1. Vi konkluderer, at der er 42,9% sandsynlighed for at Niels er kommet for sent på 

arbejde, hvis man får oplyst, at Anna er kommet for sent. Oplysningen om at Anna er 

kommet for sent, har med andre ord øget sandsynligheden for at Niels også er kommet 

for sent fra 18,9% til 42,9%. Det skyldes naturligvis, at det med informationen er blevet 

mere sandsynligt, at Metroen er defekt!   
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12. Computerprogrammet AgenaRisk 

I afsnit 11 så vi, at det kan blive meget teknisk at foretage beregninger i et Bayesiansk 

netværk. Og så var vores netværk endda lille! Heldigvis har dygtige folk lavet compu-

terprogrammer, som udregner sandsynlighederne for os. Et af disse computerprogrammer 

er AgenaRisk. En reduceret udgave af det kommercielle program er gratis og kan down-

loades fra firmaets hjemmeside www.agenarisk.com.  

Programmet er meget brugervenligt. Der medføl-

ger tutorials, så man hurtigt kan sætte sig ind i det 

mest grundlæggende. Kort fortalt kan man blandt 

andet tegne knuder, navngive dem og forbinde 

knuder med kanter, som vist på figur 1 nedenfor, 

hvor vi tager udgangspunkt i BN-eksemplet fra 

afsnit 11. På figur 2 er en knudepunktstabel for 

knuden N udfyldt. På figur 3 er det vist, hvordan 

man alternativt til knuderne med navne på, kan få 

vist de marginale sandsynlighedsfordelinger for 

de stokastiske variable i hvert knudepunkt, her-

under dem, som vi brugte megen energi på at ud-

regne manuelt i afsnit 11.  

  
Figur 1 

 

http://www.agenarisk.com/
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Figur 2 

 

 
Figur 3 
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Figur 4 

 

 

På figur 4 ovenfor har vi højreklikket på knuden A og valgt Enter Observation > Scenario 

1 > True. Hermed har vi tilføjet informationen A True=  til netværket. De marginale 

sandsandsynligheder for samtlige knudepunkter bliver øjeblikkeligt opdateret med denne 

information! Vi ser, at ( )P N True A True= = , så vi regnede altså rigtigt, da vi i afsnit 11 

fik sandsynligheden til 42,9%. Den opdaterede marginale sandsynlighed for A er da også 

sat til 100% for True! På denne måde kan man lynhurtigt afprøve ting i netværket: hvilken 

betydning har den og den information for de enkelte sandsynligheder?  

□  

 

 

Det simpleste Bayesianske netværk man kan forestille sig er et, hvor der kun er to knuder 

med en kant imellem. Tilføjer man evidens til datterknuden, svarer det til at benytte 

Bayes' formel. Lad os kigge på tilfældet med test for sygdom fra eksempel 32 side 20. 

Roden i netværket er S : "Personen har sygdommen", og den har en kant rettet mod T : 

"Testen viser positiv". Det er den kausale rækkefølge. A priori sandsynligheden for at 

personen har sygdommen er 1/1000 = 0,001, svarende til, at man endnu ikke har fået 

oplyst testresultatet. A priori sandsynligheden for ikke at have sygdommen er derfor 

0,999. Disse to sandsynligheder for henholdsvis True og False til spørgsmålet om perso-

nen har sygdommen udgør knudepunktstabellen for knuden S. I knuden T har vi de be-

tingede sandsynligheder. Værdierne heri er betinget af, om personen har sygdommen eller 
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ej. Vi kender sandsynlighederne for falsk-positiv (2%) og falsk-negativ (5%). Alt i alt 

giver det anledning til nedenstående knudepunktstabeller.  

 

 

 

I AgenaRisk konstrueres ovenstående BN, og værdierne i knudepunktstabellerne indtas-

tes. Det giver følgende marginale sandsynligheder:  

 

 

 

Hvis man ikke ved noget, er sandsynligheden for et positivt testresultat altså 2,093%. 

Tallet dækker både over de rigtigt syge og de falske-positive. Man kunne nu finde på at 

tilføje den evidens, at testen viste positiv for at se, hvilken indvirkning det har på de mar-

ginale sandsynligheder for knuden S. Vi højreklikker derfor på knuden T og vælger Enter 

Observation > Scenario 1 > True. Derved ændres de marginale sandsynligheder for 

knuden T naturligvis til 0% for False og 100% for True. Men det interessante er, at den 

opdaterede marginale sandsynlighed for at knuden S er True er lig med 4,5%. Dette kan 

oversættes til ( ) 0,045P S True T True= = = , nøjagtigt som vi fik i eksempel 32! 

 

Personen har

sygdommen (S)

Testen viser

positiv (T)

True

TrueFalse

0.98 0.05

0.950.02

False

Personen har sygdommen

Testen viser positiv

True

0.999

0.001

False

Personen har sygdommen
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□  

 

AgenaRisk er i øvrigt ikke begrænset til kun at arbejde med diskrete fordelinger for de 

indgående stokastiske variable: man kan også have variable, som for eksempel er normal-

fordelte!   

 

 

 

13. Bayesianske netværk historisk set 

I begyndelsen af 1980'erne introducerede Judea Pearl, forsker i computer science og sta-

tistik fra University of California, Los Angeles, Bayesianske netværk med det formål at 

kunne repræsentere sandsynligheder for tro eller overbevisning (Beliefs) lokalt i netvær-

ket, så det tilsammen udgør et logisk sammenhængende hele. I starten handlede det dog 

kun om træer og polytræer, som er specialtilfælde af de nuværende bayesianske netværk. 

Pearl udviklede først alene og senere sammen med en anden forsker algoritmer til at 

"sende meddelelser" igennem netværket (belief propagation). Pearl arbejdede videre med 

at lede efter algoritmer, som fungerer på mere generelle netværk. Hans banebrydende 

arbejde blev i øvrigt i 2011 belønnet med den prestigefyldte A. M. Turing Award "For 

fundamental contributions to artificial intelligence through the development of a calculus 

for probabilistic and causal reasoning".  

 

Det næste store skridt fremad blev faktisk da danskeren Steffen L. Lauritzen, dengang 

ansat på Aalborg Universitet, sammen med englænderen David John Spiegelhalter i 1988 

beskrev en ny algoritme i artiklen "Local Computations with Probabilities on Graphical 

Structures and Their Application to Expert Systems" (se [19]). Artiklens jointree algorit-

me, som fungerer for såkaldte multiply-connected structures, har stadig praktisk betyd-

ning den dag i dag. Men jagten på andre algoritmer fortsatte. I 1994 fremkom Zhang og 
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Poole og siden Dechter i 1996 med den såkaldte variable elimination algoritme. Siden 

har en længere række af matematikere/statistikere forsøgt at gøre variabel elimination 

mere effektiv. Den lokale struktur i de bayesianske netværk kan afsløre uafhængighed, 

som igen betyder at udregningerne kan speedes op. Stig K. Andersen og Finn V. Jensen 

fra Aalborg Universitet, leverede også bidrag i denne sammenhæng.  

 

 

 

14. Anvendelser af Bayesianske netværk 

I den banebrydende artikel [19] af Lauritzen og Spiegelhalter nævnt på forrige side, 

diskuteres et fiktivt eksempel med diagnosticering af sygdomme. Det pågældende BN, 

som kaldes "Asia", ser således ud:  

 

 
 

Eksemplet inklusiv knudepunktstabeller kan findes i en mappe, som downloades med den 

gratis udgave af AgenaRisk. Eksemplet fås frem ved indefra programmet at vælge menu-

en File > Open Example Model…. I mappen "Book models", som indeholder eksempler-

ne fra Norman Fenton og Martin Neils bog [1], er filen Asia.ast. Denne fil åbnes, hvor-

efter man kan foretage eksperimenter med det, dvs. tilføje evidens til bestemte knuder.  

 

Diagnosticering af sygdomme er med andre ord et af de mange anvendelsesområder for 

Bayesianske netværk. Generelt er det ofte meget kompliceret at stille diagnoser i læge-

verdenen, eftersom symptomer kan være vage eller forskellige hos patienter. Selv om 

man ikke skal forvente, at der er tale om et mirakel-værktøj, så kan Bayesianske netværk 

være med til at forbedre diagnosticeringen.  

  

Har været i

Asien?
Er ryger?

Har

vejrtræknings-

besvær?

Har lungekræft? Har bronkitis?

Røntgen-

undersøgelsen

viser positiv?

Har tuberkulose?

Tuberkulose eller

lungekræft?
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I 1989 dannede en gruppe af forskere fra Aalborg Universitet firmaet HUGIN Expert A/S, 

opkaldt efter den ene af to ravne, som i den nordiske mytologi satte sig på Odins skulder 

for at bringe nyt fra verden. Et andet firma, som er kommet til siden, er det britiske firma 

AgenaRisk, ledet af Norman Fenton og Martin Neil. Figuren nedenfor giver en indikation 

af de områder, hvor BN finder anvendelse. 
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15. Weight-of-evidence formlen 

Lad os tage et gensyn med anvendelsen af Bayes' formel i retsvidenskab, idet vi denne 

gang går lidt mere generelt og realistisk til værks. I underafsnittet anklagerens fejlslutning 

i afsnit 6 udregnede vi sandsynligheden for, at den tiltalte er skyldig, givet evidensen E, 

som bestod i, at tiltaltes blodtype matcher blodtypen af blodet på gerningsstedet. Dengang 

antog vi for simpelheds skyld, at alle mistænkte har samme sandsynlighed for at være den 

skyldige, når vi ser bort fra blodsporet. Det vil jo i praksis aldrig være tilfældet. En person 

i kørestol eller en gammel mand på 90 år vil have en lille sandsynlighed for at være ger-

ningsmanden sammenlignet med en rask person, der er i sin bedste alder og bor tæt på 

offeret, for ikke at tale om personer, der er i familie med offeret. Det er sådanne forhold, 

der tages hensyn til i den såkaldte Weight-of-evidence formel, som kan findes i bogen 

[18]. Det vi nemlig undlod at tage hensyn til i afsnit 6 var baggrunds-evidens, der invol-

verer størrelser som alder, køn, fysisk tilstand, afstand til gerningsstedet, familierelation 

til offeret, etc. Ja man kan endda vælge at lade andre beviser gå ind under baggrunds-

evidens – for hver enkelt person i gruppen af mistænkte. Det kan for eksempel være, at 

personen er blevet set i nærheden af gerningsstedet, at personen har en skade, som mu-

ligvis kan henføres til en kamp, etc. I det følgende betragter vi følgende hændelser: 

  G : Tiltalte er skyldig     E : Ny evidens i sagen  

  I : Tiltalte er uskyldig     0E : Baggrunds-evidensen  

  XG : X er skyldig, hvor X ikke er tiltalte.  

Ifølge Appendiks A er 0 (.) ( . )bagP P E=  også en sandsynlighedsfunktion, så Bayes' for-

mel kan også bruges på den. Sandsynligheden for skyld, givet evidensen E er dermed 

ifølge Bayes' formel (11) side 17: 

(67)    

0 0
0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

c c

P E G P G
P G E

P E G P G P E G P G

P E G P G

P E G P G P E I P I

⋅
=

⋅ + ⋅

⋅
=

⋅ + ⋅

 

Divideres med 0 0( ) ( )P E G P G⋅  i tæller og nævner fås: 

(68)      0
0 0

0 0

1
( )

( ) ( )
1

( ) ( )

P G E
P E I P I

P E G P G

=
+ ⋅

 

Formlen (68) er interessant nok i sig selv, idet man kan tolke den første brøk i nævneren 

som Bayes-faktoren for uskyld givet baggrundsviden og den anden brøk i nævneren som 

apriori odds for uskyld givet baggrundsviden. Vi skal dog omskrive produktet af tællerne 

i de to brøker. Lad P være mængden af alle de personer fra populationen på nær tiltalte, 

som kan tænkes at være skyldige. For X ∈P  lader vi XG  være hændelsen at X er skyldig. 

Hændelsen I om at tiltalte er uskyldig er derfor foreningsmængden af alle hændelserne 

,XG X ∈P , idet vi antager, at der kun er én skyldig. Vi kan hermed omskrive udtrykket 

0 0( ) ( )P E I P I⋅  i (68): 
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(69)  0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )X X X

X X

P E I P I P E I P E G P E G P G
∈ ∈

⋅ = ∩ = ∩ = ⋅∑ ∑
P P

 

hvor sætning 14 også er benyttet. Når dette udtryk indsættes i (68) fås umiddelbart: 

(70)     0

0

0 0

1
( )

( ) ( )
1

( ) ( )
X X

X

P G E
P E G P G

P E G P G∈

=
 

+ ⋅ 
 

∑
P

 

Udnytter vi betydningen af 0P , får vi: 

(71)   
1

( , )
( , ) ( )

1
( , ) ( )

bag

X bag X bag

X bag bag

P G E E
P E G E P G E

P E G E P G E∈

=
 

+ ⋅  
 

∑
P

 

Det giver anledning til følgende sætning: 

 

Sætning 65 (Weight-of-evidence) 

Lad E være evidens i en retssag, og lad bagE  være baggrundsviden i retssagen. Hvis 

G repræsenterer hændelsen at tiltalte er skyldig, og XG  repræsenterer hændelsen at X 

er skyldig, da gælder:  

(72)     
1

( , )
1bag

X X

X

P G E E
w R

∈

=
+ ⋅∑

P

 

hvor der i summen summeres over alle de potentielt mulige gerningsmænd udover 

tiltalte og hvor 
( ) ( , )

,
( ) ( , )

X bag X bag

X X

bag bag

P G E P E G E
w R

P G E P E G E
= =  

 

Størrelsen XR  er forholdet mellem sandsynligheden for at se den aktuelle evidens E, givet 

at X er den skyldige, i forhold til sandsynligheden for at se den aktuelle evidens, givet at 

den tiltalte Q er skyldig – begge med baggrundsviden taget i betragtning. Det ar altså en 

Likelihood Ratio (LR). Størrelsen Xw  er en slags vægt. Den angiver forholdet mellem 

sandsynligheden for, at X er den skyldige og sandsynligheden for, at den tiltalte Q er den 

skyldige – begge vurderet udelukkende ud fra baggrundsviden. Uden baggrundsviden må 

man sætte Xw  til 1.   

 

Ifølge kilden [18] side 24, vil der i tilfældet med DNA evidens typisk være nogle få grup-

per, indenfor hvilke de enkelte personer har omtrentligt den samme beslægtethed med 

den tiltalte Q. Populationen P af alternative skyldige kan for eksempel inddeles således: 

• Enæggede tvillinger til den skyldige Q 

• Søskende, inkluderende alm. tvillinger til Q 

• Forældre og afkom af Q 

• Familiemedlemmer såsom onkler, niecer, bedsteforældre og halvsøskende til Q 
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• Kusiner til Q 

• Ikke slægtninge – samme population, samme subpopulation i. f. t. Q 

• Ikke slægtninge – samme population, forskellig subpopulation i. f. t. Q 

• Ikke slægtninge – forskellig population i. f. t. Q 

 

Repræsenterer E anden evidens end DNA evidens, kan man ofte danne nogle andre grup-

peringer, indenfor hvilke man kan behandle de potentielt mistænkte under ét. Lad os se 

på et par eksempler.  

 

 

Eksempel 66 

I dette fiktive eksempel forestiller vi os, at der er begået en forbrydelse et sted, og at der 

på gerningsstedet er fundet noget DNA-materiale, som man går ud fra stammer fra ger-

ningsmanden. En person med matchende DNA-profil er anholdt og anklaget for forbry-

delsen. Match-sandsynligheden er 1/90 mio. Tiltalte har imidlertid to brødre, som dog 

ikke er blevet DNA testet. Som bekendt har søskende DNA-profiler, som ligner hinanden 

en del. I dette tilfælde har man udregnet en betinget match-sandsynlighed på 1/280 for, at 

en broder har samme DNA-profil, som den tiltalte. Som baggrundsviden ved man, at et 

øjenvidne har set broder A i nærheden af gerningsstedet på tidspunktet for forbrydelsen, 

mens dette ikke er tilfældet for hverken tiltalte eller broder B. Derfor sætter vi vægten 

Xw  til 2 for broder A og til 1 for broder B. Foruden tiltalte samt brødrene A og B vurderer 

man, at antallet af potentielle gerningsmænd fra området er 100000, alle med vægt Xw  

lig med 1. Det giver ifølge weight-of-evidens formlen følgende sandsynlighed for, at til-

talte er skyldig:  

1 1 1
280 280 90000000

1
( , ) 0,988 98,8%

1 1 2 100000bagP G E E = = =
+ ⋅ + ⋅ + ⋅

 

idet E står for den evidens, at DNA-profilen er fundet på gerningsstedet er D, samt at 

tiltalte også har DNA-profil D. Havde tiltalte ikke haft nogle brødre, ville sandsynlighe-

den have været følgende: 

1
90000000

1
( , ) 0,999 99,9%

1 100000bagP G E E = = =
+ ⋅

 

□  
 

Bemærkning 67 

I eksempel 66 benyttede vi uden videre, at den betingede match-sandsynlighed for at en 

broder har DNA-profilen D, givet at tiltalte har DNA-profilen D, er den samme som 

Likelihood Ratio XR  fra sætning 65. Det vil vi redegøre for her. David J. Balding omtaler 

det i [18] side 83. Som nævnt ovenfor er evidensen E, at man på gerningsstedet har fundet 

en prøve med DNA-profilen D, og at tiltalte Q også har denne DNA-profil. Det skrives 

kort QCSP D D= ∩ =G , hvor CSP står for Crime Scene DNA-Profile og QG  står for ge-

notypen for den tiltalte Q. I vores tilfælde er Likelihood Ratio altså givet ved følgende 

udtryk: 
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(73)     
( , , )

( , , )

Q X bag

X

Q Q bag

P CSP D D G E
R

P CSP D D G E

= =
=

= =

G

G
 

 

hvor QG  og XG  står for, at henholdsvis Q og X er skyldig. Lad os første se på tælleren: 

Under XG  er QCSP D D= ∩ =G  ækvivalent med X QD D= ∩ =G G . Hvis X er skyldig, 

og der på gerningsstedet er fundet DNA-profilen D, så må det nemlig betyde, at X har 

genotype D (vi ser bort fra mulighed for fejl i bestemmelsen af DNA-profil og lignende). 

Vi har dermed  

(74)   
( , , ) ( , , )

( , )

Q X bag X Q X bag

X Q bag

P CSP D D G E P D D G E

P D D E

= = = = =

= = =

G G G

G G
 

Sidste lighedstegn fås, idet vi med rimelighed kan antage, at viden om, at en person har 

begået forbrydelsen, ikke ændrer på sandsynligheden for, at personer har en bestemt 

DNA-profil. Vi kan bruge lignende argumenter, når vi skal omskrive nævneren i (73): 

Hvis Q er skyldig, og der på gerningsstedet er fundet DNA-profilen D, så må Q have 

genotype D. Derfor har vi: 

(75)  ( , , ) ( , ) ( )Q Q bag Q Q bag Q bagP CSP D D G E P D G E P D E= = = = = =G G G  

Udtrykket (73) bliver herefter til 

(76)   
( , )

( , )
( )

X Q bag

X X Q bag

Q bag

P D D E
R P D D E

P D E

= =
= = = =

=

G G
G G

G
 

hvor vi i sidste lighedstegn har benyttet definitionen på betinget sandsynlighed. Vi har 

dermed vist det ønskede, altså at XG  er det samme som den betingede match-sandsyn-

lighed. Det skal tilføjes, at baggrundsviden bagE , såsom øjenvidne beretninger og alibier, 

typisk er irrelevant i forhold til DNA-profil match sandsynligheder. Derimod kan bag-

grundsviden, såsom viden om X er i familie med Q eller anden relevant information om 

populationsgenetisk, være vigtig.  

□  

 

 

Eksempel 68 (Ø-problemet) 

Vi forestiller os nu en meget simpel anvendelse af sætning 65, nemlig hvor 1N +  personer 

er ankommet til en øde ø og er isoleret der. Efter et stykke tid opdager man, at der er 

begået en forbrydelse. DNA-profilen D er fundet på gerningsstedet. Vi antager, at alle i 

begyndelsen er under mistanke med lige sandsynlighed. Det opdages, at en person Q har 

DNA-profilen D, hvorfor denne er under særlig mistanke. Man kender ikke DNA-profilen 

hos de øvrige øboere. Man ved, at i den population, øboerne kommer fra, forekommer 

DNA-profilen D med sandsynlighed p. Spørgsmålet er, hvad sandsynligheden er for, at 

Q er den skyldige?  
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Løsning: Vi ved med sikkerhed, at der er mindst én person med DNA-profil D. Måske er 

Q identisk med gerningsmanden, måske ikke. Hvis det sidste ikke er tilfældet, er der 

mindst to med DNA-profil D.  

 

 
 

Evidensen i sagen er QCSP D D= ∩ =G , altså at DNA-profilen D er fundet på gernings-

stedet, samt at den hovedmistænkte Q har samme DNA-profil. Baggrundsviden bagE  be-

står i, at alle er på øen og nogle andre ubetydelige informationer. Sandsynligheden for, at 

den hovedmistænkte Q er skyldig givet evidensen E samt baggrundsevidensen bagE , er 

dermed ifølge sætning 65: 

 (77)  
1 1 1

( , )
1 1 1 1bag

X X

X X

P G E E
w R p N p

∈ ∈

= = =
+ ⋅ + ⋅ + ⋅∑ ∑

P P

 

2. lighedstegn: Vægtene er alle lig med 1, eftersom baggrundsviden alene ikke betyder, 

at den ene øboer er en mere sandsynlig skyldig end den anden. Hvad angår Likelihood 

Ratio XR , kan vi med fordel anvende omskrivningen (76): Da X ikke er i familie med Q, 

og baggrundsevidensen ikke har nogen indvirkning på DNA-profilen, haves  

(78)    ( , ) ( )X X Q bag XR P D D E P D p= = = = = =G G G  

3. lighedstegn fås idet summen indeholder N led svarende til, at der er N øboere udover 

den hovedmistænkte Q.    
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Ligesom det gøres i [18], kan vi illustrere situationen for tilfældet, hvor der er 100 øboere 

udover den hovedmistænkte, og hvor DNA-profilen D forekommer i 1 ud af 100 indbyg-

gere i den population, som øboerne normalt hører til. Da fås en sandsynlighed på 1/2 for, 

at den hovedmistænkte er skyldig: 

(79)    
1

100

1 1 1 1
( , )

1 1 100 1 1 2bagP G E E
N p

= = = =
+ ⋅ + ⋅ +

  

Med et hændelsestræ vil det gennemsnitligt se således ud: 

 

 

 
 

Vi ser, at der er to personer med DNA match, hvoraf den ene er skyldig. Derfor er sand-

synligheden for, at den hovedmistænkte er uskyldig, lig med 50%. Det kan dog ikke kraf-

tigt nok fremhæves, at dette er gennemsnitligt. Der kan i principper godt være for eksem-

pel fem personer med DNA match! Denne simple opgave kunne i princippet også bare 

være løst direkte med Bayes' formel à la (20) i afsnit 6.  

□  

 

 

Bemærkning 69 

Hvis der er flere evidenser 1 2, , , nE E E…  i spil, så kan man vælge at behandle dem én ad 

gangen. Efter at have taget højde for første evidens, bliver 1E  en del af baggrundseviden-

sen. Derefter kan man tage højde for 2E , etc. Som også nævnt i bemærkning 56, er det 

smukke ved Bayes' formel, at den er coherent: Det er ligegyldig hvilken rækkefølge evi-

denserne behandles i, eller endda om de behandles under ét: det vil altid give det samme 

slutresultat!  

□  

 

101 øboere

1 skyldig

1 skyldig

DNA match

1 uskyldig

DNA match

0 skyldige

Ej DNA match

100 uskyldige

99 uskyldige

Ej DNA match

Sk
yl

dig
: Ja

DNA match: Ja

DNA match: Nej

DNA match: Nej

DNA match: Ja
Skyldig: N

ej
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A. Betingede sandsynligheder er også sandsynligheder 

I dette appendiks vil vi steppe et niveau op i abstraktion i forhold til det meste af det 

øvrige stof i denne note. Appendikset er ikke strengt nødvendigt, men kan hjælpe de læ-

sere, som kan følge argumenterne, til en dybere forståelse. Samtidig vil det spare en masse 

beviser for sætninger om betingede sandsynligheder.  

 

Lad E være en hændelse, der ikke har sandsynlighed 0, dvs. ( ) 0P E ≠ . Vi vil vise, at den 

betingede sandsynlighedsfunktion ( ) ( )EP P E⋅ ≡ ⋅  ligeledes er en sandsynlighedsfunktion. 

Punktummet er en såkaldt dummy, hvor man kan indsætte relevante størrelser. Da P selv 

er en sandsynlighedsfunktion, tilfredsstiller den automatisk alle de fire punkter a)-d) i 

definition 1 side 5. Vi skal vise, at den nye funktion EP  også gør det. Det er hensigts-

mæssigt først at præcisere, hvordan funktionen EP  er defineret på både elementer u i 

udfaldsrummet U, og på delmængder A af U : 

(A1)      
( ) ({ } ),

( ) ( ) ,

E

E

P u P u E u U

P A P A E A U

= ∈

= ⊆
  

Bemærk at vi er nødt til at placere mængdeklammer rundt om elementet u, da betinget 

sandsynlighed kun er defineret for mængder.  

 

a) Det er klart at 0 ( ) 1EP u≤ ≤  for alle u U∈ , fordi alle betingede sandsynligheder jo 

ligger mellem 0 og 1.  

 

b) 
({ } ) 1

( ) ({ } ) ({ } )
( ) ( )

1 1
( ) ( ) 1

( ) ( )

E

u U u U u U u U

u E

P u E
P u P u E P u E

P E P E

P u P E
P E P E

∈ ∈ ∈ ∈

∈

∩
= = = ⋅ ∩

= ⋅ = ⋅ =

∑ ∑ ∑ ∑

∑

 

 

c) 
({ } ) 1

( ) ({ } ) ({ } )
( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

E

u A u A u A u A

E

u A E

P u E
P u P u E P u E

P E P E

P u P A E P A E P A
P E P E

∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∩

∩
= = = ⋅ ∩

= ⋅ = ⋅ ∩ = =

∑ ∑ ∑ ∑

∑

 

 

d) 
( ) ( ) 0

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )E

P E P
P P E

P E P E P E

∅ ∩ ∅
∅ = ∅ = = = =  

 

At EP  tilfredsstiller de fire betingelser betyder, at EP  selv er en sandsynlighedsfunktion 

på U. Alle sætninger, såsom sætning 9, som er udledt på baggrund af de fire aksiomer for 

en sandsynlighedsfunktion, holder dermed også for P udskiftet med EP . Sætning 9c) 

bliver for eksempel til ( ) 1 ( )c
E EP A P A= − , som når betydningen af EP  udnyttes, giver: 

(A2)      ( ) 1 ( )cP A E P A E= −  

Vi kan altså bare sætte en betingelse E på alle sandsynlighederne i en given formel, så 

gælder den stadig! Lad os kigge på, hvad der sker, når man bruger metoden på den simple 
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version af Bayes' formel i sætning 26. Før vi gør det, skal vi dog lige godtgøre, at hvis 

man i forvejen har en betinget sandsynlighed, så kan man bare sætte den nye betingelse 

ind som en ekstra betingelse: 

 

(A3) 

( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( )

( ( ))
( ) ( , )

( )

E
E

E

P A B E

P A B EP A B P E
P A B

P B EP B P B E

P E

P A B E
P A B E P A B E

P B E

∩ ∩
∩∩

= = =
∩

∩ ∩
= = ∩ =

∩

  

 

Sidste lighedstegn angår blot notation, dvs. hvis vi har en betingelse, som er en fælles-

mængde af flere delbetingelser, så vælger man ofte at skrive delbetingelserne med komma 

imellem. Den simple version af Bayes' formel kommer til at se således ud med en ekstra 

betingelse E indsat: 

(A4)     
( , ) ( )

( , )
( )

P B A E P A E
P A B E

P B E

⋅
=  

Vi ser, at pointen i dette appendiks sætter os i stand til at generere en række nye formler.  
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Opgaver 

Opgaverne er nummereret på den måde, at tallet foran punktummet angiver det afsnit, 

opgaven hører til. Opgave 4.3 er således den tredje opgave hørende til afsnit 4.  

 

 

Opgave 2.1 

Betragt følgende eksperiment: Der spilles 

plat og krone, og der foretages tre kast med 

en mønt lige efter hinanden. Vi vedtager at 

lade notationen ( , , )p k p  svare til det ud-

fald, hvor første kast viste plat, andet kast 

viste krone og tredje kast viste plat.  

  

 

 

 

a) Opskriv alle de mulige udfald. Hvor mange elementer er der i udfaldsrummet? 

b) Bestem sandsynlighederne for hvert udfald i udfaldsrummet. Hjælp: Du kan gange 

sandsynlighederne for hvert kast sammen, da udfaldene af de enkelte kast er uafhæn-

gige af hinanden.  

c) Betragt følgende hændelse H: Der var mindst 2 plat. Angiv den delmængde, som 

svarer til hændelsen H, og bestem sandsynligheden ( )P H  for hændelsen.   

 

 

Opgave 2.2 

Dette er en udvidelse af eksempel 8 i afsnit 2. Som udgangspunkt har vi det samme eks-

periment, som i eksempel 8, men den stokastiske variabel er en anden. En bankør tilbyder 

et spil, hvor spilleren slår med to terninger: en grøn og en rød. Hvis der er en 1’er blandt 

de to terninger, skal spilleren betale 4 kr. til bankøren. I alle andre tilfælde vinder spilleren 

det beløb i kroner, som svarer til forskellen mellem de to terningers visning. Hvis den ene 

terning viser 5 og den anden 2, vinder spilleren altså 5 2 3− =  kroner. 

X : Angiver det beløb, som spilleren vinder i ét enkelt spil. 

  

a) Bestem sandsynlighedsfordelingen for X. 

Hjælp: Ligesom i eksempel 8 skal du finde alle de mulige værdier, altså gevinster i 

spillet. Du skal regne gevinsterne med fortegn, og da det er set fra spillerens syns-

punkt, er gevinsten positiv, hvis spilleren vinder noget, og negativ, hvis spilleren ta-

ber noget. For at bestemme de tilhørende sandsynligheder ( )iP X x= , kan du evt. 

for at få overblik lave et "koordinatsystem", som i eksempel 8, blot med gevinsterne 

anbragt i felterne fremfor summen af øjnene.  
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Man kan indføre begrebet middelværdien ( )E X  af en stokastisk variabel X. E'et står for 

Expectation på engelsk, altså den forventede værdi af X. Ikke overraskende er den defi-

neret som det vejede gennemsnit af de mulige værdier 1 2, , , nx x x…  for den stokastiske 

variabel, vægtet med de tilhørende sandsynligheder ( )iP X x= : 

1

( ) ( )
n

i i

i

E X x P X x
=

= ⋅ =∑  

b) Benyt din sandsynlighedsfordeling fra a) til at vise, at 1
9( )E X = − .  

c) Hvad fortæller middelværdien her, sagt med ord? Hvorfor vil det ikke være fornuftigt 

for spilleren i det lange løb at deltage i spillet?   

 

Kommentar: Middelværdien betegnes undertiden også med det græske bogstav µ. En an-

den størrelse, som man også bruger, er variansen for X, og den er defineret ved: 

2

1

Var( ) ( ) ( )
n

i i

i

X x P X x
=

= −µ ⋅ =∑  

Tager man kvadratroden af dette tal, fås spredningen: ( ) ( )X Var Xσ = . Spredningen i 

et spil som dette, vil fortælle lidt om, hvor spredte gevinsterne er, altså hvor chancebe-

tonet spillet er. I det meget kedelige tilfælde, hvor et spil giver den samme gevinst uanset 

udfald, vil spredningen være 0.  

 

 

Opgave 2.3 

Vi betragter mængdeoperationerne fra side 9 samt Venn-diagrammer.  

a) Tegn to overlappende delmængder A og B i et Venn-diagram. Skraver det område, 

som svarer til mængden c cA B∪ .  

b) Foretag nogle mængdeoperationer på delmængderne A og B, så resultatet svarer til 

det markerede område i Venn-diagrammet på venstre delfigur.  

 

c) Samme spørgsmål for højre delfigur. 

 

 

Opgave 2.4 

Lad A, B og C være vilkårlige delmængder af U. Vis følgende identiteter: 

a) ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  

b) ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  

c) ( )c c cA B A B∪ = ∩  

d) ( )c c cA B A B∩ = ∪  

U U
A A

B
B
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Hjælp: Du kan enten vælge at vise dem ved at tegne Venn-diagrammer, eller ved at argu-

mentere direkte på elementer. Hvis du bruger Venn-diagrammer, så tegn overlappende 

delmængder. Hvis du argumenterer på element-niveau, tænk da således: Vis, at hvis et 

element u tilhører venstresiden, så vil det også tilhøre højresiden, og omvendt.  

 

 

Opgave 2.5 

Der slås med to terninger, en grøn og en rød. Lad der være givet følgende hændelser: 

A : Forskellen på, hvad den grønne og den røde terning viser, er højest 1.  

B : Den grønne terning viser mindst 5.  

a) Bestem sandsynlighederne ( )P A , ( )P B  samt ( )P A B∩ .  

b) Prøv at udtrykke hændelsen cA  med ord, og brug sætning 9 til at bestemme sand-

synligheden for hændelsen.   

c) Lav en liste bestående af de udfald, som er i hændelsen ( )cA B∪ .  

 

 

Opgave 2.6 

Bestem sandsynligheden for at få mindst en sekser ved 7 kast med en terning.  

Hjælp: Bruge komplementærhændelsen efter metoden fra eksempel 11. 

 

 

Opgave 2.7 

Der vides at være gevinst på 10% af lodsedlerne i et stort lotteri. Thomas beslutter at købe 

tre lodsedler. Lad kG  være hændelsen, at der er gevinst på den k'te lodseddel. Thomas vil 

gerne vide hvad sandsynligheden er for, at han får gevinst på mindst en lodseddel og 

spørger derfor sin matematiklærer.  

a) Hvorfor er hændelserne i princippet ikke helt uafhængige? Hvorfor er det her allige-

vel rimeligt at antage, at de er det, når man skal udregne en meget præcis (men ikke 

helt rigtig) værdi for den søgte sandsynlighed? Udregn sandsynligheden.  

b) Hvor mange lodsedler skal Thomas købe, hvis han vil være over 50% sikker på at få 

gevinst på mindst én lodseddel? 

Hjælp: Kig på komplementære hændelser, ligesom i eksempel 11.  

 

 

Opgave 3.1 

Eksperiment: Der trækkes på tilfældig måde ét kort fra et sæt spillekort med 52 kort. 

Betragt følgende hændelser:  

A : Kortet er et billedkort 

B : Kortet er en spar 

a) Bestem følgende sandsynligheder: ( ), ( ), ( )P A P B P A B∩  og ( )P A B∪ . 

b) Er hændelserne A og B uafhængige? 
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c) Bestem ( )cP A . Hvordan vil du sprogligt formulere hændelsen cA ? 

d) Gentag a) og b) for et spil kort, som foruden de 52 kort har tre jokere. 

  

 
 

 

Opgave 3.2 

Ralf skal på en udflugt i en grotte i Sydeuropa. Antag at sandsynligheden for at blive bidt 

af en flagermus i grotten i løbet af dagen er 2%. Det oplyses, at 3% af flagermusene i 

grotten har hundegalskab. Hvad er sandsynligheden for, at personen på udflugten bliver 

bidt af en flagermus med hundegalskab? Benyt sandsynlighedsregningens multiplika-

tionssætning (sætning 14) til at besvare spørgsmålet, idet du gør dig klart, hvad du 

indfører passende hændelser.   

 

 

Opgave 3.3 

Vis at hvis A og B er to uafhængige hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt, så er de 

komplementære hændelser cA  og cB  også uafhængige.  

Hjælp: Du skal vise, at (2) i definition 15 gælder for de to mængder cA  og cB . Regn på 

venstre siden og højre siden og se, at det giver det samme, idet du undervejs flere gange 

bruger sætning 9 for at komme tilbage til udtryk med A og B, som du ved noget om. 

Undervejs får du brug for identiteten: ( )c c cA B A B∩ = ∪  fra opgave 2.4.  

 

 

Opgave 3.4 

Der foretages 7 kast med en terning.  

a) Hvad er sandsynligheden for at få mindst 1 sekser. 

b) Hvad er sandsynligheden for at få præcist 1 sekser?  

 

Hjælp: Eksperiment: 7 kast med en terning. Betragt for 1, 2, , 7i = …  hændelserne iA : 

Den i'te terning viser 6 øjne.   
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Opgave 3.5 

Der trækkes et kort fra et kortspil. Hvad er sandsynligheden for, at kortet er en hjerter, 

givet at det er en konge? Benyt definition 12 hertil. Giver det samme resultat, som din 

intuition siger? 

 

 

Opgave 4.1  (Beviser i simplere tilfælde) 

Prøv at gennemføre beviserne for sætning 27 (loven om total sandsynlighed) samt beviset 

for sætning 28 (Bayes' formel) i tilfældet, hvor klassedelingen kun består af to mængder, 

nemlig en mængde A og (nødvendigvis) dens komplementære mængde cA . Det kan være 

ganske nyttigt for at forstå det hele bedre. Skriv omhyggeligt op, idet du tegner mængder, 

etc. … 

 

 

Opgave 4.2 

Eleverne på et lille gymnasium kan efter skoletid dyrke fitness meget billigt i et flot ud-

styret lokale på skolens område. Det vides at 35% af drengene på skolen har taget imod 

tilbuddet, mens tallet for pigernes vedkommende er 20%. Det oplyses, at 55% af eleverne 

på skolen er piger. Fitness lokalet bliver kun brugt af elever på skolen. Hvad er sandsyn-

ligheden for at en tilfældig udvalgt person i fitnesslokalet er en pige? 

Hjælp: Indfør hændelsen pige: Den udvalgte person er en pige, hændelsen dreng: Den 

udvalgte person er en dreng samt hændelsen fitness: Den udvalgte person dyrker fitness.  

Du spørges om ( )P pige fitness , men ved mere om ( )P fitness pige , etc. Bayes' formel 

er oplagt til at "vende problemet på hovedet".        

 

 

Opgave 4.3 

Af hensyn til bedre leverance-sikker-

hed gør en fabrik brug af tre underleve-

randører af en bestemt komponent i 

produktionen. Underleverandør A le-

verer 60% af komponenterne, mens de 

tilsvarende tal for underleverandør B 

og C er henholdsvis 15% og 25%. Er-

faringen har vist, at der hos underleve-

randørerne A, B og C er fejl i henholds-

vis 3%, 8% og 5% af de komponenter, 

den pågældende leverandør leverer.  

a) Hvor stor en procentdel af de komponenter, fabrikken modtager, er der fejl i? 

b) Der udtrækkes på tilfældig måde en komponent fra en kasse med alle de komponen-

ter, fabrikken har modtaget. Komponenten viser sig at være defekt. Hvad er sandsyn-

ligheden for, at komponenten er leveret fra underleverandør B.  
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Hjælp: I delspørgsmål a) skal du udregne den totale sandsynlighed, mens du i b) skal 

benytte Bayes' formel. Indfør passende hændelser.  

 

 

Opgave 4.4 

Du skal regne videre på eksempel 32 med test for sygdom. Hvad er sandsynligheden for 

ikke at have sygdommen, givet at testen er negativ?  

Hjælp: Benyt Bayes' formel til at udregne sandsynligheden ( )
ccP S T .  

 

 

Opgave 4.5  (ELISA test) 

ELISA (Enzyme-linked immuno-

sorbent assay) er en test til identifi-

kation af bestemte proteiner ved at 

udnytte antistoffers evne til at bin-

de specifikt til dem. Formålet her er 

at undersøge, om blodet fra en per-

son indeholder HIV. Testen er ikke 

perfekt: Antag at testen (korrekt) 

giver et positiv testresultat i 99% af 

de tilfælde, hvor blodet indeholder 

virusset, samt at testen (korrekt) gi-

ver et negativt testresultat i 99,5% af de tilfælde, hvor blodet ikke indeholder virusset. 

Antag desuden at 1 ud af 10000 blodportioner indeholder HIV-virus.  

a) Hvor mange procent af de donerede blodportioner vil teste positiv ved anvendelse af 

ELISA-testen? 

b) Hvor stor en del af de blodprøver, som giver et negativt resultat med ELISA-testen, 

er inficeret med HIV-virus? 

c) Hvor stor en del af de blodprøver, som giver et positivt resultat ved testen, er rent 

faktisk inficerede med HIV-virus? 

 

Hjælp: Kig på eksempel 32, som er meget analog. Identificer de forskellige hændelser og 

giv dem navne. Du kan for eksempel lade T være hændelsen: Testen viser positiv og S 

være hændelsen: Blodportionen indeholder HIV-virus. Da haves ( ) 0,99P T S = , etc. 

Hvilke sandsynligheder er det, der spørges efter i a), b) og c)? Du skal anvende både 

formlen for den totale sandsynlighed (Sætning 27) og Bayes' formel (Sætning 28).    

 

 

Opgave 4.6 

Ifølge hjemmesiden www.lunge.dk ryger 17% af danskerne over 15 år. Her står også 

anført, at 85% af alle lungekræfttilfældene i Danmark skyldes rygning. En bestemt person 

(over 15 år) har fået konstateret lungekræft. Hvad er sandsynligheden for, at det skyldes 

rygning?    



© Erik Vestergaard – www.matematiksider.dk  97 
 

Opgave 4.7  (Variant af Monty Hall problemet) 

I [9] omtales adskillige varianter af Monty Hall problemet. Nogle er med flere spillere og 

andre med flere døre. Vi skal se på en variant, hvor der stadig er en spiller og tre døre, 

men hvor betingelserne for værtens valg ændres en smule:  

 

1) Studieværten åbner altid en dør, som skjuler en ged.  

2) Studieværten åbner aldrig den dør, spilleren har valgt. 

3) Hvis studieværten kan åbne mere end én dør uden at overtræde de to første regler, så 

skal studieværten vælge den med det højeste nummer.    

 

Hjælp: Start med at bestemme de betingede sandsynligheder, som har ændret sig en smule 

i forhold til det klassiske Monty Hall problem. Brug derefter Bayes' formel. Du kan 

naturligvis også vælge at lave et hændelsestræ.   

 

 

Opgave 4.8  (Fangens fejlslutning) 

Det er blevet annonceret, at to ud af fire be-

stemte fanger i et fængsel skal løslades før 

tid. En af de fire involverede fanger har selv 

regnet ud, at han har en sandsynlighed på 1
2  

for at blive løsladt. Han er ven med fæng-

selsvagten og overvejer at spørge vagten 

om navnet på én af de andre tre, som skal 

løslades. Men han tøver ud fra følgende 

overvejelser: Når vagten har fortalt mig 

navnet på en af de andre tre medfanger, så 

er der kun de andre to og mig selv tilbage. 

Altså vil min sandsynlighed for at blive løsladt dale fra 1
2  til 1

3 . Påvis, ved at indføre 

passende hændelser, at fangen er forkert på den, og at han stadig har en sandsynlighed på 
1
2  for at blive løsladt, selv efter vagten nævner navnet på en af de andre tre.  

 

 

Opgave 4.9 

En undersøgelse viser ifølge hjemmesiden www.lunge.dk, at der i 2013 var 17% af dan-

skerne over 15 år, som var rygere – lejlighedsrygere fraregnet. Skadevirkningen af ryg-

ning afhænger både af alder og af det antal cigaretter, der ryges dagligt. Som et godt 

middeltal kan man dog sige, at en ryger har 23 gange så stor sandsynlighed for at udvikle 

lungekræft som en ikke-ryger. Vi tillader os at sidestille det med, at af de personer, der 

har lungekræft, er der 23 gange så mange, som er rygere, som der er ikke-rygere. Hvad 

er sandsynligheden for, at en tilfældig valgt dansker med lungekræft er ryger?  

Hjælp: Indfør for eksempel hændelserne: L : Personen har lungekræft og R : Personen er 

ryger. Argumenter for at ( ) 23 ( )
c

P L R P L R= ⋅ . Benyt derefter Bayes' formel.      
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Opgave 5.1 

Antag at man har fået beregnet a posteriori odds i sætning 34 til værdien p. Vis at a 

posteriori sandsynligheden da fås ved ( ) (1 )P H E p p= + .  

Hjælp: Kald for eksempel ( )P H E  for x. Vis at så må (1 )x x p− =  og løs ligningen. 

 

 

Opgave 6.1  (Anklagerens fejlslutning – Sally Clark sagen) 

Den britiske kvinde Sally Clark blev i 1999 fundet skyldig i at have myrdet hendes to 

børn, der begge døde pludseligt nogle få uger efter deres fødsel. Sagen byggede på statis-

tisk evidens. Det kom også frem, at Clark havde lidt af fødselsdepression efter det første 

barns fødsel, men var kommet sig ved det andet barns fødsel. Børnelægen Sir Roy Mea-

dow forklarede i retten, at chancen for at to børn fra en velstående ikke-rygende familie 

skulle lide vuggedøden, er 1 ud af 73 millioner. Han var nået frem til dette tal ved at 

kvadrere tallet 1/8543, som blev angivet som sandsynligheden for, at ét barn skulle lide 

vuggedøden.  

a) Antag et øjeblik at sandsynligheden for at ét barn lider vuggedøden er 1/8543. Hvad 

er betingelsen for, at man kan bestemme sandsynligheden for, at begge børn lider 

vuggedøden, ved at opløfte 1/8543 til 2. potens? (Der er i øvrigt meget, der tyder på, 

at denne betingelse ikke er opfyldt!) 

Mange aviser fremstillede sandsynligheden 1/73000000 som værende sandsynligheden 

for, at Sally Clark var uskyldig.  

b) Redegør for hvorfor aviserne begår anklagerens fejlslutning.  

Senere kom det frem, at hendes anden søn ikke havde lidt vuggedøden, men var død af 

en stafylokok infektion. En oplysning, som forsvaret ikke havde modtaget. Sagen blev 

genoptaget, og i 2003 blev Sally Clark frikendt og løsladt. Misseren fik det britiske rets-

væsen til at undersøge flere hundrede gamle sager, hvilket førte til, at to andre kvinder, 

der tidligere var dømt for at have myrdet deres børn, blev løsladt fra fængslet.   

 

 

Opgave 6.2  (Bayes' faktoren – betydningen af øjenvidner) 

I et Mecklenburg studie fra 2006 fandt man 

at træfsandsynligheden, når øjenvidner skul-

le identificere en mistænkt i et line-up, var 

60%, mens sandsynligheden for falsk alarm 

var 3%. Betragt hændelserne: 

H : Personen har begået udåden. 

E : Personen genkendes ved opstilling foran 

øjenvidner. 
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a) Bestem Bayes' faktoren for øjenvidneidentifikation, dvs. 
( )

( )
c

P E H

P E H
.  

b) Giv en sproglig fortolkning af denne faktor: Hvad kan man sige om a posteriori odds 

i forhold til a priori odds?  

Antag at a priori odds er 10%, dvs. at ( ) ( ) 0,10cP H P H = .  

c) Benyt Bayes' formel på odds form fra sætning 34 til at bestemme a posteriori odds 

for øjenvidnegenkendelse ved et line-up.   

d) Beregn a priori sandsynligheden ( )P H  og a posteriori sandsynligheden ( )P H E . 

 Hjælp: Se pointen i opgave 5.1.    

 

 

Opgave 6.3 

Betragt eksempel 41 i afsnit 6. Retsmedicineren havde opgivet sandsynligheden for et 

DNA match givet uskyld til at være 1 ud af 200 mio. Forsvareren Mr. Thwaites udford-

rede disse tal, idet han mente, at de nærmere skulle drosles ned til enten 1 ud af 20 mio. 

eller 1 ud af 2 mio. Benyt samme metode som vist i eksempel 41 til med de to reviderede 

DNA-sandsandsynligheder at bestemme de tilhørende sandsynligheder for uskyld, altså 

1 2 3( , , , )DNAP H E E E E .  

 

Opgave 6.4 

En person er tiltalt for et mord. Betragt følgende hypoteser: 

Tiltalte er skyldig i mordet

: Tiltalte var ikke på gerningsste

:

detd

p

H

H
 

Argumenter for, hvorfor disse to hændelser hverken behøver udgøre hele udfaldsrummet 

tilsammen eller ikke have noget overlap - altså at hændelserne ikke behøver udgøre en 

klassedeling af udfaldsrummet.     

 

 

Opgave 6.5 

Vi skal undersøge eksemplet med forsvarerens fejlslutning (Defendant's fallacy) fra afsnit 

6 lidt nøjere. Vi gentager hændelserne: 

1E : Konen er myrdet 

2E : Ægtemanden har været voldelig overfor sin kone igennem længere tid 

H : Ægtemanden har myrdet sin kone 

 

Vi gør følgende antagelser: 

• 1 ud af 10 mænd er voldelige overfor deres kone.  

• 1 ud af 5 af de kvinder, som er myrdet, er myrdet af deres mand. 

• 50% af de ægtemænd, som har myrdet deres kone, har også været voldelig overfor 

konen igennem længere tid. 
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Vi skal betragte et udtryk for sandsynligheden for, at ægtemanden har begået mordet givet 

samtlige beviser. Det fås ved først at bruge Bayes' formel til at finde et udtryk for den 

betingede sandsynlighed 2( )P H E , og derefter tilføje den ekstra betingelse 1E  i hver 

sandsynlighed, der figurerer på højre og venstre side i formlen. Det kan vises at være 

lovligt rent matematisk. Man får:   

2 1 1
2 1

2 1 1 2 1 1

( , ) ( )
( , )

( , ) ( ) ( , ) ( )c c

P E H E P H E
P H E E

P E H E P H E P E H E P H E

⋅
=

⋅ + ⋅
 

a) Benyt antagelserne ovenfor til at identificere de enkelte sandsynligheder i formlen 

ovenfor. Husk i den forbindelse at 1 1( ) 1 ( )cP H E P H E= − . Vis at det giver en sand-

synlighed på knap 56%.  

b) Hvad er sandsynligheden for ægtemandens skyld, hvis vi ser bort fra oplysningen 

om, at han er voldelig overfor sin kone; altså hvor stor er 1( )P H E ? 

 

Opgave 6.6  (DMP – Database Match Probability) 

I afsnit 6 kiggede vi på sandsynlighe-

den for i en database med DNA-pro-

filer at finde mindst ét DNA-match. 

Vi arbejdede med en RMP (Random 

Match Probability) på 1
705000000p = . 

Af vores analyse side 37 fremgår det 

umiddelbart, at hvis der er x DNA-

profiler i databasen, så er sandsynlig-

heden for at finde mindst ét match gi-

vet ved ( ) 1 (1 )xf x p= − − .  

a) Benyt et CAS-værktøj til for ovenstående værdi af p at tegne grafen for funktionen f. 

Lad definitionsmængden være fra 0 til 3 mia. Får du samme resultat som grafen på 

side 38? Det skulle du gerne.  

b) Hvor stor skal databasen være, for at der er 10% sandsynlighed for at finde mindst ét 

DNA-match i databasen? 

På grafen side 38 ser vi, at grafen ser meget lineær ud det første stykke. Det kan give os 

en formodning, om at vi kan vise en approksimativ lovmæssighed for sandsynligheden 

for mindst ét DNA-match i en database med x DNA-profiler, når x ikke er for stor. I det 

følgende må du gerne benytte CAS-værktøj.   

c) Benyt differentialregning til at vise, at ligningen for tangenten til grafen for f i punktet 

0x =  er givet ved udtrykket ( ) ln(1 )L x p x= − − ⋅ , hvor p er RMP.   

d) Vis at 
ln(1 )

lim 1
p

p

p→∞

 − −
= 

 
.  

e) Benyt c) og d) til at konkludere, at for små værdier af p (som i praksis altid er opfyldt) 

og ikke for store værdier af x, gælder følgende: ( )f x p x≈ ⋅ .  
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Bemærk at p x⋅  netop er den såkaldte Database Match Probability, forkortet DMP. Vi 

har dermed givet en begrundelse for det rimelige i at bruge denne størrelse.    

 

 

Opgave 7.1 

Et bestemt gen har to alleller A og a, hvor førstnævnte er dominant og sidstnævnte reces-

sivt. Frekvensen af genotyperne AA og Aa i populationen er henholdsvis 27% og 17%.  

a) Bestem frekvensen af genotype aa i populationen.  

b) Beregn frekvenserne for allellerne A og a. De betegnes henholdsvis Ap  og ap .  

c) Hvad vil frekvenserne af de tre genotyper AA, Aa og aa være, efter at Hardy-Wein-

berg ligevægten er indtrådt. Betingelserne i (23) antages opfyldt.  

Hjælp: Se eksempel 43.  

 

 

Opgave 7.2 

I den finske befolkning har 89% blå øjne. Bestem, under antagelse af Hardy Weinberg 

"ligevægt", frekvenserne for de to alleller for henholdsvis brune og blå øje i Finland, og 

brug det til at beregne frekvensfordelingen for de tre genotyper BB, bb og Bb i Finland.  

Hjælp: Betragt sætning 42 og redegør derefter for, hvorfor følgende ligningssystem skal 

løses: 2 2 0,11B B bp p p+ =  og 2 0,89bp = . Også 1B bp p+ =  kan anvendes. 

 

 

Opgave 7.3 

Du skal færdiggøre beviset for sætning 42. Vi har indset, at frekvenserne af genotyperne 

efter 1. generation er givet ved: 2 2, 2 ,AA A Aa A a aa au p u p p u p′ ′ ′= = = . Indsæt disse vær-

dier på henholdsvis , ogAA Aa aau u u 's pladser i de højre udtryk i (28) og vis, at også 2. 

generation får samme frekvensfordeling. Hjælp: Faktoriser og udnyt, at 1A ap p+ = .   

 

 

Opgave 7.4 

Løs ligningssystemet (39) manuelt.  

Hjælp: Husk, at ligningssystemet er overbestemt og egentligt ikke har nogen løsninger. 

Det ligningssystem, som fremkommer ved at fjerne ligning 2 og ligning 3 og medtage 

bindingen 0 1A Bp p p+ + = , har derimod en entydig løsning, som kan "trævles op fra 

bunden": Start med at bestemme 0p  ud fra den sidste ligning, 2
0 0,42p = . Herefter er det 

et smart trick at addere den første og den sidste ligning: 2 2
0 02 0,44 0,42A Ap p p p+ + = + . 

Bemærk at venstresiden kan skrives som kvadratet på en toleddet størrelse: 2
0( )Ap p+ . 

Brug dette trick til at beregne 0Ap p+ , hvorefter Ap  kan bestemmes. Endelig kan iden-

titeten 0 1A Bp p p+ + =  bruges til at bestemme 0p . Spørgsmålet er nu om vi, med udela-

delsen af ligning 2 og 3, har begået en stor fejl. Indsæt de udregnede værdier for Ap , Bp  

og 0p  i venstresiderne i ligning 2 og 3 i (39) for at se, hvor meget talværdierne afviger 

fra højre-siderne.  
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Opgave 7.5 

Redegør for de konkrete værdier for allel-frekvenser og genotype-frekvenser, der er an-

givet side 54 for Rhesus-D systemet. Udgangspunktet er, at der er Hardy-Weinberg lige-

vægt, og at 85% af den danske befolking er Rhesus-positive.  

Hjælp: Overvej hvorfor der skal løses et ligningssystem på formen 2 2 0,85D D dp p p+ =  

og 2 0,15dp = . Husk at 1D dp p+ = .  

 

 

Opgave 7.6  (Faderskabssag) 

I en faderskabssag vides det med sikkerhed, at én af to givne mænd er fader til barnet. 

Mand 1 har blodtype AB–, mens Mand 2 har blodtype A+. Moderen har blodtype B+, og 

barnet har blodtype B–. Vis at Mand 1 er mere end 8 gange så sandsynlig en fader til 

barnet, end Mand 2 er, når man kun tager blodtyperne i betragtning? 

Hjælp: Kig på eksempel 48.  

 

 

Opgave 7.7 

Cystisk Fibrose er en alvorlig 

genetisk sygdom, der er karak-

teriseret ved, at salttransporten i 

visse celletyper i lungerne, bug-

spytkirtlen og svedkirtlerne ik-

ke fungerer. Det fører til hyppi-

ge eller kroniske lungeinfektio-

ner og åndenød ved anstrengel-

ser. Sygdommen skyldes et de-

fekt gen. Kun hvis man modta-

ger en syg allel fra både faderen 

og moderen, bliver man syg. 

Derfor er der tale om en recessiv 

egenskab. Da genet desuden ikke sidder på et af kønskromosomerne X og Y, har vi at 

gøre med en autosomal recessiv sygdom. Approksimativt 3% af danskerne er bærere af 

mindst én syg allel. Vi vil kalde den raske allel for R og den syge allel for r. Personer med 

cystisk fibrose lever i gennemsnit kun omkring 40 år. Ud af Danmarks befolkning på ca. 

5,6 mio. indbyggere er der nu ca. 500 med sygdommen.  

a) Påvis, at hvis der havde været Hardy-Weinberg ligevægt, så skulle der være en del 

flere med sygdommen. Hvor mange? Hjælp: Benyt oplysningen med de 3% til at 

bestemme allel-frekvenser og genotype-frekvenser, under antagelse af Hardy-Wein-

berg ligevægt.  

b) Hvilke punkter i listen over betingelser for Hardy-Weinberg ligevægt er ikke opfyldt? 

Se (23) side 43.   
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Opgave 7.8  (Katte-gener) 

Hvis man ønsker at studere gener hos dyr, 

så er katte et godt sted at begynde. Her kan 

man nemlig finde eksempler på mange af de 

typer af allel-kombinationer, man kender. 

En del af disse alleller har betydning for far-

ven og strukturen i kattens pels. Et eksem-

pel er det såkaldte Agouti-gen, som styrer 

om det enkelte hår hos en kat er ensfarvet 

eller har skiftevis bånd af en mørk og en lys 

farve. Den dominante allel A styrer den stri-

bede udgave, mens den recessive allel a 

styrer den ensfarvede udgave. Kun hvis ge-

notypen er aa, bliver det en non-Agouti kat, 

som ikke har et stribet udseende. I det føl-

gende antager vi, at Agouti-allellen har en 

allel-frekvens på 74% i en given population 

i Danmark.  

 

a) Bestem genotype-frekvenserne for AA, Aa og aa samt fænotype-frekvenserne for A 

og a, under antagelse af Hardy-Weinberg ligevægt.  

Det oplyses nu, at en given kat er af Agouti-fænotypen. 

b) Bestem de reviderede genotype-sandsynligheder for den pågældende kat.  

Hjælp: Lad E være den nye viden at katten er af fænotype A, og lad H være hændel-

sen, at katten har genotype Aa. Bestem da ( )P H E  ved brug af Bayes' formel.       

 

 

Opgave 7.9  (Genetik: Øjenfarve) 

Ligesom i opgave 45 skal vi her også kigge på opdaterede sandsynligheder, når ny evidens 

bringes frem, dog i en simplere version end i opgave 45 d). Poul har brune øjne ligesom 

begge hans forældre. Søsteren Lise har derimod blå øjne.  

 

a) Argumenter for, hvorfor begge forældre nødvendigvis må have genotype Bb.  

 

b) Benyt a) til at vise, at sandsynligheden for at Poul har genotype Bb, er 2
3 .  

 Hjælp: Eksperimentet kan opfattes som et dobbelt-

eksperiment derved, at der både udtrækkes en allel 

fra moderen og en allel fra faderen. Udfaldsrum-

met har altså fire udfald, som er lige sandsynlige: 

{ }( , ), ( , ), ( , ), ( , )U B B B b b B b b= .  Indfør dernæst 

følgende fire hændelser:    

  
Poul

FarMor

Brune: Bb

Brune

Brune: Bb
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1A : Poul har genotype BB 

2A : Poul har genotype Bb 

3A : Poul har genotype bb 

C : Poul har brune øjne 

 Da hændelsen C er givet, er det 2( )P A C , som skal beregnes. Da vi nemt kan finde 

de "omvendte" betingede sandsynligheder, er det oplagt at bruge Bayes' formel.   

 

c) Det oplyses, at Pouls kæreste Ida har blå øjne. Vis at sandsynligheden for, at deres 
første barn får blå øjne, er 1

3 .  

 Hjælp: På figuren til højre er indtegnet sandsynlig-

heden for at Poul har genotype Bb, som vi udregnede i 

b). På tilsvarende vis udregnes, at sandsynligheden for 

at Poul har genotype BB, er 1
3 . Vi ved altså ikke, hvil-

ken genotype Poul har, kun at det enten er Bb eller BB 

med sandsynligheder henholdsvis 2
3  og 1

3 . Lav et vejet 

gennemsnit for at bestemme 1( )P E , hvor 1E  skal står 

for hændelsen: "Det første barn har blå øjne".  

  

d) Det oplyses nu, at det første barn faktisk fik brune øjne. Vis at med den nye informa-

tion om det første barns øjenfarve, må sandsynligheden for, at det næste barn også 
får brune øjne, opgraderes til 3

4 .  

 Hjælp: Lad 2E  være hændelsen: "Det første barn har 

brune øjne". Benyt Bayes' formel til at bestemme den 

betingede sandsynlighed 1 2( )P A E  ved hjælp af de 

"omvendte" betingede sandsynligheder m.m. Gør det 

samme med 2 2( )P A E . Derved har du de opdaterede 

sandsynligheder for Pouls genotyper, afspejlende den 

nye viden 2E . Med disse værdier kan du gå til figuren 

nedenfor. Skriv de nye værdier ud for genotype Bb og 

BB. Benyt herefter vejet gennemsnit – som i del-

spørgsmål c) – til at bestemme sandsynligheden for, at 

barn nummer 2 også får brune øjne. Du kan lade 2F  

være hændelsen: "Barn 2 har brune øjne".  

 

 NB! I virkeligheden er øjenfarve ikke så simpel som 

vi gør det til i denne opgave. Faktisk er der på et kro-

mosom flere loci, som påvirker øjenfarven. Det er fx 

velkendt, at nogle personers øjenfarve er mere ovre i 

det grønne eller grå område.  

 

 

 

 

Barn 1

IdaPoul

Brune:

Bb: !⁄#

: $⁄#BB Blå: bb

Barn 1

IdaPoul

Brune:

Brune

Bb: !⁄#

: $⁄#BB Blå: bb

Barn 2

IdaPoul

Brune:

Bb: opdateret

:  opdateretBB Blå: bb
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Opgave 8.1 

Lad A, B og C være hændelser i et endeligt sandsynlighedsfelt og antag at ( , ) 0P B C ≠ . 

Vis at der da gælder følgende formel: 

       
( , , )

( , )
( , )

P A B C
P A B C

P B C
=   

 

Opgave 8.2  (Simpsons paradoks – UC Berkeley) 

Et autentisk eksempel på Simpsons paradoks hændte, da det berømte amerikanske Uni-

versity of California Berkeley i 1973 blev sagsøgt for at forfordele kvinder ved optagelse 

på videregående uddannelser. Tallene viste, at mandlige studerende havde nemmere ved 

at blive optaget, og forskellen kunne ikke tilskrives tilfældigheder, mente man. Antallet 

af studerende, som blev optaget og ikke optaget fordelt på køn, er angivet i tabellen neden-

for – for de seks største fagområder.  

 

UC Berkeley Optagelses data for de seks største fag 

Fagområde 

Mandlige studerende Kvindelige studerende 

Optaget Ikke optaget Optaget Ikke optaget 

A 512 313 89 19 

B 353 207 17 8 

C 120 205 202 391 

D 138 279 131 244 

E 53 138 94 299 

F 22 351 24 317 

 

a) Bestem optagelsesprocenterne for hvert køn og for hvert fagområde. Udregn desuden 

optagelsesprocenterne for de to køn, når alle fagområder lægges sammen i en pulje.  

b) Man kunne foretage en masse statistiske analyser, men du skal blot kigge på tallene 

for hver faggruppe for at vurdere, om du mener, at kvinderne er blevet forfordelt. 

Hvordan ser procenterne ud, når alle fagområder slås sammen? Hvori består Simp-

sons paradoks i denne situation? Prøv at formulere det.  

c) Forsøg at give en forklaring på, hvorfor procenterne i b) tilsyneladende giver et meget 

forskelligt billede, alt efter om man betragter hvert fagområde for sig, eller man be-

tragter det totalt. Hjælp: Eftersom det i Californien er ulovligt at offentliggøre meget 

specifik statistik om optagelser på universiteterne, er fagområderne kun angivet med 

store bogstaver: A, B, …, F. Du kan måske prøve at gætte lidt på, hvilke fagområder 

de forskellige bogstaver kan stå for, når man tænker på forskelle i køn … 

 

Opgave 8.3 

Der kastes med en ægte terning to gange. Betragt følgende hændelser: 

K1: Det første kast viste et ulige antal øjne 

K2: Det andet kast viste 4 øjne eller derover 

E : De to kast viste forskellige antal øjne 

I det følgende kan du eventuelt bruge afbildningsteknikken fra eksempel 5 side 7.  
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a) Redegør for at hændelserne 1K  og 2K  er uafhængige.  

b) Vis at 4
1 2 15

( )P K K E∩ =  

c) Påvis at hændelserne 1K  og 2K  er betinget uafhængige givet E.   

 

 

Opgave 8.4  (Bayes' formel på odds form, når der er flere beviser)  

Lad der være givet tre "beviser" 1E , 2E  og 3E  samt en hypotese H. Vi ønsker at under-

søge, hvad der sker med a priori odds for H, når der tages hensyn til de tre beviser.  

 

a) Vis at man kan udregne a posteriori odds ved at multiplicere med Bayes-faktorer, 

som vist i denne formel:  

3 2 1

1 2 3 3 2 1 2 1 1

1 2 3 3 2 1 2 1 1

aa posteriori odds Bayes-faktor for Bayes-faktor for Bayes-faktor for 

( , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ( )

( , , ) ( )( , , ) ( , ) ( )
c c c c c

E E E

P H E E E P E E E H P E E H P E H P H

P H E E E P HP E E E H P E E H P E H
= ⋅ ⋅ ⋅

��������� ��������� ������� �����
 priori odds
���

 

b) Vis at hvis beviserne er betinget uafhængige, givet hypotesen H, så reducerer udtryk-

ket i a) til følgende udtryk:  

1 2 3 3 2 1

1 2 3 3 2 1

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( )( ) ( ) ( )
c c c c c

P H E E E P E H P E H P E H P H

P H E E E P HP E H P E H P E H
= ⋅ ⋅ ⋅  

Man kan altså under disse forudsætninger få a posteriori odds ved at starte med a 

priori odds og multiplicere med Bayes-faktoren for hvert enkelt bevis (givet H) et 

efter et!  

Hjælp: a) Benyt Bayes' formel på odds form fra sætning 34 samt kædereglen. b) Tag 

udgangspunkt i formlen i a) og udnyt den betingede uafhængighed. Husk i øvrigt at når 

man skriver komma imellem hændelser, så underforstås fællesmængde! Således betyder    

1 2 3( , , )P H E E E  det samme som 1 2 3( )P H E E E∩ ∩ .  

 

 

Opgave 11.1 

Betragt det Bayesianske netværk "For sent til arbejde" fra afsnit 11.  

a) Benyt teknikken i (62) til at vise, at den marginale sandsynlighedsfordeling for C er 

givet ved følgende udtryk (ingen reduktioner er mulige her): 

, , ,

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )
A N M O

P C P C A N P A M P N M O P M P O= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑  

b) Vis på lignende måde, at den marginale sandsynlighedsfordeling for A er givet ved 

følgende udtryk, hvor reduktioner via sætning 29 er mulige:  

( ) ( ) ( )
M

P A P A M P M= ⋅∑  

c) Hvad er sandsynligheden for, at Anna kommer for sent på arbejde? Hjælp: Se (63).  

d) Hvad er sandsynligheden for, at Niels slipper for en reprimande?  



© Erik Vestergaard – www.matematiksider.dk  107 
 

Opgave 11.2 

Betragt det Bayesianske netværk "For sent til arbejde" fra afsnit 11.  

a) Brug teknikken anvist i afsnit 11 til at vise, at den opdaterede marginale sandsynlig-

hed for C givet informationen A True=  er givet ved følgende udtryk: 

 

, ,

( )

1
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( ) N O M

P C A True

P C A True N P A True M P N M O P M P O
P A True

=

= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅
= ∑

 

 

b) Indsæt C False=  på ' sC  plads i udtrykket under a) og udskriv eksplicit hvert led i 

summen, á la det vi gjorde i (66). Udregn til slut ( )P C False A True= = , altså sand-

synligheden for, at Niels ikke får en reprimande af chefen givet at Anna kommer for 

sent – ved at indsætte værdierne fra knudepunktstabellerne. Svaret er 57,1%.   

 

 

Opgave 11.3 

I eksempel 58 i afsnit 8 kiggede vi på en situation, hvor Anders, Lise og Ulla overvejede 

at deltage i byfesten i deres hjemby. Situationen kan beskrives i rammerne af et Bayesi-

ansk netværk. Vi har de stokastiske variable A, L og U. Variablen A kan antage værdierne 

True og False, alt efter om Anders deltager i byfesten eller ej. Tilsvarende med de to 

øvrige personer.  

 

 
 

a) Benyt teknikken fra afsnit 11 til at bestemme de marginale sandsynligheder for de 

stokastiske variable A, L og U.  

Dagen efter fortalte Ulla, at hun var til byfesten. 

b) Hvad er sandsynligheden for, at Anders også deltog? Hjælp: Bestem et udtryk for 

den marginale sandsynlighed for A givet informationen U True= , altså bestem et 

udtryk for ( )P A U True= , og indsæt derefter A True=  på A's plads og derefter de 

relevante sandsynligheder fra knudepunktstabellen.   
  

Anders deltager (A) Lise deltager (L) Ulla deltager (U)

True

TrueFalse

0.75 0.00

1.000.25

False

Anders deltager

Lise deltager

True

TrueFalse

1.00 0.10

0.900.00

False

Lise deltager

Ulla deltager

True

0.50

0.50

False

Anders deltager
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Opgave 12.1 

I stil med det sidste simple eksempel i afsnit 12 skal du i AgenaRisk lave et Bayesiansk 

netværk med to knuder og en kant imellem, så det afspejler situationen i anklagerens 

fejlslutning side 28-29: 

 

 
 

Prøv at tilføje evidensen True til knuden E, svarende til at man har registreret blodtype 

match mellem tiltaltes blod og blodet på gerningsstedet. Får du samme resultat som på 

side 29? 

 

 

Opgave 12.2 

I denne opgave skal vi betragte en situation, hvor der ikke blot foretages én test for syg-

dom som i afsnit 12, men hele to! Vi antager, at begge tests har samme betingede sand-

synligheder. Desuden antager vi, at de to tests er betinget uafhængige, dvs. knuderne skal 

ikke forbindes med en kant!  

 

 
 

a) Hvad er sandsynligheden for at have sygdommen, hvis begge tests viser positiv? 

Hjælp: Tilføj evidensen True til både T1 og T2.  

b) Hvad er sandsynligheden for at have sygdommen, hvis den første test viser positiv 

og den anden negativ?  

 
  

Personen

var påikke

gerningsstedet

(H)

Blodtype match

(E)

True

TrueFalse

0.00 0.99

0.011.00

False

Personen var på gerningsstedetikke

Anklagedes blodtype matcher blod fra gerningssted

True 0.9998

False

Personen var på gerningsstedetikke

0.0002

Personen har

sygdommen (S)

Testen viser

positiv (T2)

True

True

True

True

False

False

0.98

0.98

0.05

0.05

0.95

0.95

0.02

0.02

False

False

Personen har sygdommen

Personen har sygdommen

Test 1 viser positiv

Test 2 viser positiv

True

0.999

0.001

False

Personen har sygdommen

Testen viser

positiv (T1)
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Opgave 12.3 

Ved DNA-beviser er der en særlig problematik, hvis to nært beslægtede personer er mis-

tænkte i en kriminalsag. DNA profiler hos nære slægtninge er nemlig meget ens. I det 

følgende betragter vi en situation, hvor en person er tiltalt, og DNA materiale fundet på 

gerningsstedet matcher personens DNA. Kriminalpolitiet opdager nu, at tiltaltes broder 

også kan have været på gerningsstedet. Spørgsmålet er, hvilken indflydelse det har på, 

om tiltalte er skyldig? Vores BN med knudepunktstabeller er afbildet nedenfor. I sidste 

tabel aflæses for eksempel, at hvis tiltalte er uskyldig, og den nære slægtning var på ger-

ningsstedet, så er der 99,9% sandsynlighed for, at der ikke er DNA match. 

 

 
 

 
 

a) Hvad er sandsynligheden for, at tiltalte er skyldig, hvis der er DNA-match? Hjælp: 

Tilføj evidensen True til knuden D.  

b) Hvad er sandsynligheden for, at tiltalte er skyldig, hvis vi tillige får at vide, at den 

nære slægtning var på gerningsstedet? 

Nær

slægtning er

skyldig?

(S2)

Tiltalte er

skyldig? (S1)

Der er DNA

match?

(D)

Nær

slægtning var på

gerningsstedet?

(G)

True

0.9999

0.0001

False

Nær slægtning var på gerningsstedet?

True

0.9999

0.0001

False

Tiltalte er skyldig?

True

True True

True

False

False

1.00 0.50 1.00 1.00

0.000.000.500.00

False

FalseNær slægtning var på gern...

Tiltalte er skyldig

Nær slægtning er skyldig?

True

True True

True

False

False

0.999999 0.999 0.00 0.00

1.001.000.0010.000001

False

FalseNær slægtning var på gern...

Tiltalte er skyldig

Der er DNA match?
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Opgave 12.4  (Øjenfarve) 

I eksempel 45 i afsnit 7 regnede vi på sandsynligheder for et barns øjenfarve. I denne 

opgave skal du lave et Bayesiansk netværk i AgenaRisk med henblik på at løse opgaven 

meget nemmere. Start med at tegne netværket med forbindelseslinjer, som angivet neden-

for. Dernæst skal du tilføje knudepunktstabeller til hver knude. Nedenfor er vist udvalgte 

sandsynligheder fra tre af tabellerne. Udfyld selv resten. Moderens knudepunktstabeller 

for genotype og fænotype er af symmetrigrunde identiske med faderens. Bemærk lige, at 

AgenaRisk ikke tillader æ, ø og å, så du må skrive æ som fx ae.  

a) For at løse spørgsmål c) fra eksempel 45 tilføjer du evidens til faderens og moderens 

fænotype ved at højreklikke på hver af knuderne og vælge Enter Observation > 

Scenario 1 > B, svarende til oplysningen om at faderen har brune øjne. Marker alle 

knuderne og dobbeltklik på en af dem, så du får vist de marginale sandsynligheder. 

Hvad er sandsynligheden for, at barnet får blå øjne? Får du det samme som i eksempel 

45? Det skulle du gerne. Bemærk, at det kan være nødvendigt at klikke på den grønne 

knap Run calculation i værktøjslinjen for at få netværket gennemberegnet.  

b) Foretag nogle andre eksperimenter med dit BN, fx ved at tilføje evidens i en eller 

flere knuder. Du kan fjerne evidens ved at højreklikke på knuden og vælge Enter 

Observation > Scenario 1 > Clear Observation.  

c) For at løse spørgsmål d) fra eksempel 45 kan du markere knuden for barnets fænotype 

og copy/paste den ved hjælp af Ctrl+C, efterfulgt af Ctrl+V. Du kan omdøbe knuden 

til "Fænotype for barn 1". Bemærk, at såvel forbindelseslinjerne til moderen og fade-

rens genotyper er kopieret med over, ligesom knudepunktstabellen også er det. Du 

kan nu tilføje evidens til det første barns knude … 
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Links 

Legal Cases involving Bayes (Siden er baseret på offentliggjorte rapporter og personlige 

erfaringer. Den indeholder en lang liste med retssager, hvor der har foregået diskussioner 

af sandsynlighedsmæssig art).  

 

R. v. Denis John Adams (Transskription af appelsagen mod Denis John Adams).  

 

Communicating and Interpreting Statistical Evidence in the Administration of Criminal 

Justice (Vejledning til dommere, advokater, kriminaltekniske videnskabsfolk og ekspert-

vidner – ved Colin Aitken, Paul Roberts, Graham Jackson).  

 

Avoiding Probabilistic Reasoning Fallacies in Legal Practice using Bayesian Networks 

(Et udkast til en senere artikel i Australian Journal of Legal Philosophy, af Norman 

Fenton og Martin Neil. Mange fine pointer). 

 

Flere gode noter fra siden www.agenarisk.com af Norman Fenton og Martin Neil: 

• The use of Bayes and causal modelling in decision making, uncertainty and 

risk (Om Bayes formel og Bayesianske netværk - ved Norman Fenton og 

Martin Neil).  

• Making Sense of Probability: Fallacies, Myths and Puzzles (Hjemmeside med 

en liste over fejlslutninger, myter og gåder ved Norman Fenton). 

• The “Jury Observation Fallacy” and the use of Bayesian Networks to present 

Probabilistic Legal Arguments (Med et Bayesiansk netværk demonstreres 

overraskende effekter, under kendskab til tidligere lignende domfældelser af 

den anklagede).    

 

Math on Trial 

http://www.medicine.mcgill.ca/epidemiology/hanley/tmp/CandH-

ch0102/Math%20on%20Trial.pdf 

 

AgenaRisk (Det britiske firma, som leverer BN løsninger. Ledet af Norman Fenton og 

Martin Neil).  

 

HUGIN Expert A/S (Det første firma i verden, som udnyttede Bayesianske netværk kom-

mercielt. Har udgangspunkt i Aalborg).    

 

 

https://sites.google.com/site/bayeslegal/legal-cases-relevant-to-bayes
http://www.bailii.org/cgi-bin/markup.cgi?doc=/ew/cases/EWCA/Crim/2006/222.html&query=bayes&method=boolean
http://www.maths.ed.ac.uk/~cgga/Guide-1-WEB.pdf
http://www.maths.ed.ac.uk/~cgga/Guide-1-WEB.pdf
https://www.eecs.qmul.ac.uk/~norman/papers/fenton_neil_prob_fallacies_June2011web.pdf
http://www.agenarisk.com/
http://www.agenarisk.com/resources/white_papers/fenton_neil_white_paper2011.pdf
http://www.agenarisk.com/resources/white_papers/fenton_neil_white_paper2011.pdf
http://www.agenarisk.com/resources/probability_puzzles/Making_sense_of_probability.html
http://www.agenarisk.com/resources/white_papers/jury_fallacy_revised.pdf
http://www.agenarisk.com/resources/white_papers/jury_fallacy_revised.pdf
http://www.medicine.mcgill.ca/epidemiology/hanley/tmp/CandH-ch0102/Math%20on%20Trial.pdf
http://www.medicine.mcgill.ca/epidemiology/hanley/tmp/CandH-ch0102/Math%20on%20Trial.pdf
http://www.agenarisk.com/
http://www.hugin.com/
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