g-pavirkning i rutsjebane

I denne note skal vi indfere begrebet g-pavirkning for en person, som sidder i en vogn,
der bevager sig rundt i en rutsjebane i et lodret plan. Dette skal vi gore via begrebet
relativ beveegelse.

Definition 1

g-pavirkningen defineres som | Sefr

, hvor g er den effektive tyngdeaccelerationsvek-
tor, som personen foler i et relativt system, hvori personen er i hvile.

Da vi kun vil beskeftige os med rutsjebaner, som kan antages at forlebe i et lodret plan
kan vi ngjes med at beskrive problemet via teorien om relativ beveegelse i planen. Situa-
tionen vil blive ridset op 1 det folgende. For det forste antager vi, at den bane, som rutsje-
banen danner, kan beskrives ved en 2 gange kontinuert differentiabel vektorfunktion
1o =Tp(#), hvor 7 er tiden. Det medfelgende koordinatsystem (O,%,n) har begyndelses-
punkt i Q og er udspandt af enhedsvektorerne 7 og 7, som er henholdsvis en
tangentvektor og en normalvektor til kurven i Q. Et punkt P beskrives ved koordinatfunk-
tionerne & =£&(1) og n=n(¢?) i det relative system (Q,7,7). Punktet P kan da, som funk-
tion af tiden, beskrives ved stedvektoren 7,(¢) 1 det absolutte system:

(1) Rot) = Fy()+&(1)-T(0)+n(0)-7i(r) ellerbare 7, = 7y +&-7 +n-ii

ndr athaengigheden af 7 undertrykkes. Det kan vaere hensigtsmaessigt at indfere den rela-
tive vektor 7, =&-1 +M-7i, 88 Fp =Ty +7..

Vi kan nu finde hastigheden af punktet P ved at differentiere (1) med hensyn til ¢
(2) 7= (i + &)+ (€1 +m 1)

Leddene i forste parentes skyldes, at det relative system bevager sig og det betegnes der-
for medforingshastigheden, mens leddene i sidste parentes vedrerer P’s bevagelse 1 for-
hold til det relative system og derfor kaldes den relative hastighed. Vi kan skrive:

3) 5, = 54,

m

Hvis vi differentierer (2) fés et udtryk for accelerationen af punktet P:
3) rp' = (FQ”+§-?"+n-fi”)+(§”-?+n”-ﬁ)+2-(§'-f’+n'-ﬁ')

Igen vedrerer leddene i forste parentes bevagelsen af det relative system, mens leddene i
den anden vedrerer accelerationen i forhold til det relative system. Derfor kaldes de to
forste parenteser for henholdsvis medforingsaccelerationen og den relative acceleration.
Den sidste parentes kaldes for Coriolis accelerationen. Vi skriver:
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Figur 1 og 2

Ved hjelp af (4) fés felgende udtryk for den relative acceleration:

(5) ar = c_iP_am_C = 5P+5ﬁktiv

hvor vi har indfert begrebet den fiktive acceleration dg,, =—d_ —C . Dette begreb han-
ger sammen med, at hvis man ensker at bruge Newtons 2. lov pa et accelereret henforel-
sessystem, sa skal man medregne nogle fiktive kreefter: Fy;,, =—m-a, —m-C, hvor m er
massen af genstanden der bevages.

En person, som befinder sig i tyngdefeltet og pa en eller anden méde accelereres i dette
felt, vil opleve en effektiv tyngdeacceleration g , som er lig med tyngdeaccelerationen
g korrigeret for den fiktive acceleration:

(6) geff = g_am_c

Tilbage til figur 1: Den udtrykker den kendsgerning, som vi antager kendt, nemlig oples-
ningen af accelerationsvektoren i en retning tangentielt med banekurven og én vinkelret
derpa:

(7) Gy = Ty =V -[+x’-ii

hvor v er farten, v' den afledede af farten og « er krumningen af banekurven i Q. Lad
0 =0(¢) vere vinklen, som 7 danner med forste basisvektor i det faste koordinatsystem.
Man kan da vise, at den ojeblikkelige vinkelhastighed o af det relative system er givet
ved udtrykket @ =0'=«-v. Endvidere kan man vise, at man far folgende udtryk for de
afledede af basisvektorerne i det relative system: 7' =w-7# og n'=-o-f. Og diffe-
rentieres en gang mere fis 7' = ®'-ii— o’ -f og ii" =—'-f — " -ii . Sammenholdes disse
udtryk med (3), (6) og (7) fas:
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geff = g_am_c
— g_(’—,,'Qu+&_Z’rr+n'ﬁrf)_2_(ar_;r+nr_}jl’r)

= g—(v"?Jrsz‘ﬁ+E‘,-(03"fz—032-f)+n-(—a)’-f—a)2‘ﬁ))

(8)
_2.(§'.®.ﬁ_nr.w.7)

= §+(—v’+§-a)2 +n-co'+2-n'-co)-?

+(—sz—é'0)'+1‘|'(1)2—2'&"0))17

Det sidste led, som reprasenterer Coriolis accelerationen er 0, da vi antager, at personen
befinder sig 1 hvile i det relative system. I tredje linje er medferingsaccelerationen delt op
1 to bidrag. Det forste er accelerationen af det relative systems begyndelsespunkt Q. Det
andet vedrarer rotationen af det relative system. I de fleste tilfaelde med en rutsjebane vil
rotationsbidraget vere lille sammenlignet med bidraget fra begyndelsespunktets acce-
leration, blandt andet fordi vinkelhastigheden ikke er sé stor og fordi personens udstrek-
ning i forhold til punktet Q ikke er stor — dvs. & og n er ikke store! Bemerk i den
sammenhang, at forskellige punkter pa personen vil have forskellige effektive
tyngdeaccelerationer ...

Hvis man ser bort fra rotationsbidraget fas folgende udtryk for den effektive tyngdeacce-
leration til tidspunktet ¢:

) Gr = &~V I —w’-ii

g-pdvirkningen er da sterrelsen af denne vektor!
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Relativ bevagelse i rummet

Vi skal se pa relativ bevaegelse i rummet. Det relative koordinatsystem er (Q,7,7 b ).Da
fas analogt til punkterne (1) — (5):

(10) Fo(t) = Ty()+7(0) = Fy(t)+E@)- () +(0)-7i(1) + (1) -b (D)
ellerbare 7, = 7y +7 = iy + &7 +n-ii+C-b.
(11) P = () + 8 T i+ 0b )+ (T i+ G b)

(12) Vo= B+,

m

;:Pu — (?er+é;_;rr+n_ﬁu_i_C_Eu)_'_(&u_?+nn_ﬁ+gn_5)

(13) -
+2-(&"-'+n"-1'+L'-b")

(14) G, = G, +d +C

I det folgende vil vi forsgge at udtrykke (12) og (14) pa en anden méde.

De afledede af vektorerne 7', 7i’og b' er vektorer i rummet og kan som sddanne udtryk-

kes 1 den ortonormale basis {f, ﬁ,b} ;

|

~
<
Il

ayt + apn + apb

~

(15)

= a,t + aypn + a,b

S Sy

= ayt + apn + apb

Idet 0=(1) = (f- f)' ={ef+1e1'=2f«1 < [+1'=0 og tilsvarende for de andre to
basisvektorer. Det betyder, at a;, =ay, =a;; =0. Da 0=(0) =(7+ii) ="ii+1+7i' fas
feni'=—t"s1i, hvilket ifolge (15) umiddelbart giver a,, =—a,,;. Man far a;; =—a;, og
a,; = —as, pé tilsvarende made. Sa kun tre af de ni koefficienter 1 (15) er altsd uathan-
gige. Vi indferer nye betegnelser:

= A _

, = hb = ay = —ay

_ .7 _
(16) (ny—b-t = ay = —a;,

_ Fle iy

. = len = ap, —dy

Vektoren ®=w 7 + o7+ cozl; betegnes drejningsvektoren. Med de nye betegnelser
bliver (15) umiddelbart til folgende:
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(16) ' .t + wb
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Idet 7 =7ixbh =—bxii, i=bx{ =—f xb, b =1 xii=—iix{ errelationerne mellem basis-
vektorernes krydsprodukter fis umiddelbart af definitionen af drejningsvektoren, line-
ariteten af krydsproduktet og sammenligning med (16), at:

!
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Identiteterne (18), (19) og (20) nedenfor er definitioner. (21) fis ved at udnytte (17) og
(18). (22) fas ved at udnytte (17) og (19). (23) fés ved at udnytte (17), (18) og (21). L alle
tre tilfeelde benyttes endvidere lineariteten af krydsproduktet.

(18) E-f+M-A+(b =7
(19) ET+n-i+(b =V,
(20) £V T+m"-i+("-b = a,
ET+m-i'+C-b = E@xD)+n(@x7)+E(@xb)
21) = Ox(E-T+n-7+(-b)
= OXT7,

ELT 4 i+ b = E(BxT)+n - (dx7A)+ - (Dxb)

(22) = Ox(E-T+n-A+C'-b)

|

Il
S

X
b

E TN+ C b = E@xTY +n(@x7) + (XD
E(O'XT)+M(0'x7)+ (6" xb)
FE@XT) +M(@x ") +(dxD")

O'XF. +0OX(0X7.)

(23)

Hastigheden (11) og (12) af P kan nu via (19) og (20) udtrykkes:

|

N

m r)+‘7r

(24) Vo = Uy 47, = (Vy+Bx
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hvor v, er medferingshastigheden og v, er den relative hastighed. v, er begyndelses-
punktets hastighed. Accelerationen (13) og (14) af P kan via (20, (21), (22) og (23) om-
skrives til:

dp = a,+a. +C

(25)
= dy + QX7 +OX(OXF) + 4, + OxV,

Herefter defineres den effektive tyngdeacceleration som:

— — — —

(26) St = & — ZlQ — O'X7, —OX(OX7,) — OXV,

hvor g er den sedvanlige tyngdeacceleration, a, er begyndelsespunktets acceleration,
®'x 7, er vinkelaccelerationsleddet, ®x(®x7.) er centrifugalleddet og ®xV, er Corio-

lisleddet.



