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1. Indledning

Ved projektering af en vej indgar der flere overvejelser end de fleste umiddelbart fore-
stiller sig. Der er blandt andet emner som beliggenhed, trafikprognoser, kapacitet af vej-
streekning, trafikrisiko, trafikekonomi, beplantning, astetik, stajbekaeempelse, uheldsbe-
kaempelse, jordarbejder, vejbefastelser og vejgeometri. Disse emner bliver gennemgaet
for studerende i vejbygning pd Danmarks Tekniske Universitet (DTU). Emnet vejgeo-
metri indeholder underemner sdsom tverprofil, sigtelinjer, friktion, linjeforing, leengde-
profil, overgangskurver m.m. I emnet vejgeometri anvendes i hej grad matematik og
fysik. Man beregner de kerselsdynamiske forhold ved kurvekersel. Hvor der keres med
store hastigheder, anlegges kurverne med sidehaldning for at reducere tendens til ud-
skridning eller valtning. Det vi imidlertid iser skal se pa i denne note er de overgangs-
kurver, man benytter, nar et lige stykke vej skal forbindes med en cirkelformet hoved-
kurve. Man kunne tro, at det var en god lesning at lade det lige stykke vej vare tangent
til cirklen. Imidlertid viser det sig ikke at veere komfortabelt for chaufferen at kere pa en
sddan vej. Man kan argumentere logisk for, hvorfor det er mest hensigtsmaessigt at
bruge en sdkaldt klotoide-bue som overgangskurve. klotoiden, ogsé kaldet Cornu spira-
len, er en matematisk defineret kurve! For at kunne forsta hele problematikken er det
nedvendigt, at vi indferer begrebet krumning for en plan kurve. Hvis du synes, at de
teoretiske udledninger i afsnit 2 om plane kurver er for vanskelige kan du skimme dem
og ellers springe til setning 9 og bruge formel (15) for krumningen direkte.

2. Plane kurver

I dette afsnit skal vi betragte plane kurver og blandt andet definere begrebet krumning
og krumningscirkel. Jeg vil ga ud fra, at du allerede kender til begrebet vektorfunktion.

2.1 Parametriserede kurver

En parametriseret kurve i planen kan skrives pa formen 7(¢) = (x(¢), y(¢)); t €I, hvor
x(t) og y(t) er koordinatfunktionerne, defineret i et interval I. Nar parameteren t gen-
nemlgber intervallet 7, vil 7(¢) gennemlebe en banekurve (eller bare kurve) i planen.
Vektorfunktionen siges at vere differentiabel i t, hvis begge dens koordinater er diffe-
rentiable 1 ¢, og 1 sé fald skrives 7'(t) = (x'(¢), y'(¢)) . Hvis koordinatfunktionerne begge
er n gange kontinuert differentiable vil vi sige, at vektorfunktionen 7(t) er af klasse C".
Vi vil ofte forlange, at vektorfunktionerne er mindst 2 gange kontinuert differentiable,
for at vi kan definere de nedvendige begreber, herunder krumning.

Definition 1

Med en regulcer parametriseret kurve menes en parametriseret kurve af klasse mindst
C', som opfylder at 7'(t) %0 for alle 7 I, dvs. tangentvektorens koordinater er aldrig
0 pa samme tid!
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Ved anvendelser i fysik vil ¢ ofte reprasentere fiden, og 7 () en partikels position til
tiden 7. Derfor kaldes tangentvektoren ofte for hastighedsvektoren eller bare hastighe-
den: v(t) =r'(¢) . Differentierer man hastighedsvektoren far man accelerationsvektoren
eller accelerationen: a(t)=v'(t)=7"(t). Lengden |17(t)| af hastighedsvektoren er et
tal, som vi vil kalde for farten til tidspunktet # og betegne med v().

Eksempel 2

Nedenfor betragtes parameterfremstillingen for en plan kurve. Vi har ogsa udregnet ha-
stighedsvektoren, accelerationsvektoren og farten i punktet svarende til 7 =1.

) - 242 S = 2t ) — 2
F(t) = 5 aresl’ V() = I a(t) = &

w(t) = [P0 = O +('©0) = @ +GF—4) = \or* 20 +16

Vi kan opfatte 7(¢#) som vektorfunktion for en partikel, der i pilens retning gennemlgber
kurven pa figur 1. Hastighedsvektoren v(¢) er overalt forskellig fra O-vektoren, da
x'(t)=2t kun er 0 nir 1 =0, og da er y'(f)=3t> —4 forskellig fra 0. Derfor er 7(f) en
reguler parametriseret kurve. Til tidspunktet =1 befinder partiklen sig 1 punktet
r(1)=(3,3). Til dette tidspunkt har vi hastighedsvektoren v(l1)=(2,—1) og accelera-
tionsvektoren a(l)=(2,6), som begge er indtegnet pd figuren nedenfor. Ligesom man
kan sige, at hastighedsvektoren angiver, hvor meget stedvektoren andrer sig pr. sekund,
s angiver accelerationsvektoren, hvor meget hastighedsvektoren @ndrer sig pr. sekund.
Derfor peger accelerationsvektoren ind i det omrade, som kurven krummer ind 1!

Figur 1
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2.2 Parameterskift

Det er vigtigt at forstd, at mens der til enhver parameterfremstilling svarer en banekur-
ve, sa er det omvendte ikke tilfeldet: En kurve kan sagtens fremstilles ved flere para-
meterfremstillinger. Et parameterskifte kan foretages ved at satte #=o(u), hvor ¢
afbilder et interval /, pd intervallet /. Man interesserer sig s&rligt for de sakaldt tilladte
parameterskift, der opfylder:

i) ¢ erafklasse C" (n>1).
i) ¢'(u)>0 foralle uel,.

saledes, at den nye parameterfremstilling er pd formen 7, =7 o @:
(1) Ru)=(Fe@)u)=r(pM); uel

Betingelsen 1) betyder, at hvis 7 er af klasse C", sé er 7 det ogsa. Hvis vi igen opfatter
parameteren som tiden, kan vi sige, at et parameterskift svarer til at gennemlgbe kurven
pa en ny mide. Betingelsen ii) betyder, at ¢ er en voksende funktion, og det sikrer, at
kurvepunkterne medes i samme tidsmaessige orden, ndr man gar over til at bruge u som
tidsparameter. Hastigheden i kurven er derimod andret, hvilket klart ses af reglen for
differentiation af en sammensat funktion:

() H) = (7o) (u) = (o) o'(u)

Eksempel 3

Hvis man for eksempel benytter parameterskiftet # =@(u)=2u,u€R pd en vektor-
funktion, som er defineret i R, sa svarer det til, at kurven gennemlebes med dobbelt
hastighed. Ifelge (1) og (2) har vi nemlig:

R)=FQu) 5 R =27(2u)

Eksempel 4

Lad os 1 forbindelse med vektorfunktionen i eksempel 2 se pa et parameterskift, som
ikke adlyder ii) ovenfor: # =@(u) =u”;u € R . For det forste ser vi, at @ afbilder R pa
intervallet [O,oo[, sd hvis u nu kommer til at repreesentere tiden, sa vil skiftet faktisk
svare til at kun en del af kurven pa figur 1 gennemlebes, nemlig den som svarer til
mengden 7([0,00]). Mere praecist, ndr u gennemlober |—oo,00[ , vil # beveege sig fra o0
til 0 og tilbage til o igen, hvilket forklarer at partiklen ifelge figur 1 beveager sig i mod-
sat omlebsretning ned fra everste hejre hjorne ned til punktet 7(0)=(2,6) og tilbage
igen. Vektorfunktionen for hastigheden vil ifelge (2) blive: 7'(u)=2u-7'(u*). Her ses
yderligere et problem: 7'(0)=0, s& 7 er ikke en regulaer parametriseret kurve — Dette
antyder det fornuftige i at krave ii) opfyldt ved parameterskift!
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2.3 Naturlig parameterfremstilling

I dette afsnit skal vi betragte et ganske bestemt parameterskift, som forer til den sakaldte
naturlige parameterfremstilling for kurven. Givet en regular parametriseret kurve, som
kun bliver gennemlobet én gang. Lengden af den del af kurven, som starter i punktet
svarende til parameteren #, og ender i1 punktet svarende til parameteren ¢, er givet ved

3) s =50 = [[F@ldu = [ ') + (@)’ du

Det er lidt omstaendeligt at vise denne formel i1 fuldt omfang. Derfor skal vi kun se en
skitsering af et bevis: Betragt figur 2 nedenfor. Vi ensker et approksimativt udtryk for
kurvelengden As mellem kurvepunkterne 7(¢) og 7(¢+At), som pa figuren kaldes
henholdsvis P og Q. Hvis At er lille, vil leengden af linjestykket mellem P og Q vare
en god approksimation til As. Men |PQ| er lig med leengden af Ar =7 (t+At)—7(?).

4)
As & [AF] = J(AX) +(Ay) = (XA + ('O = J(x'O) +(' (1) - At

hvor vi blandt andet har udnyttet, at differentialkvotienterne for koordinatfunktionerne
omtrent er lig med differenskvotienterne, for eksempel x'(¢) ~ Ax/At, hvilket betyder at

Ax = x'(t)- At . Ved integration ferer (4) umiddelbart til (3).

Figur 2

Af den fundamentale satning i integralregningen, som siger at integralet er en stam-
funktion til integranden, fas:

() s'(6) = [F'()] = v(@)

Denne identitet forklarer, hvorfor det var fornuftigt for os i afsnit 2.1 at kalde |77’(t)| for
(ojebliks)farten til tidspunktet . Hvis den betragtede parametriserede kurve 7(¢) er re-
guler, si er dens kurvelengdefunktion s(#) en voksende funktion, eftersom (5) giver
s'(t) > 0. Man ser endvidere, at hvis 7 er af klasse C" (n>1), sd er s(¢) ogsa af klasse
C" . Dette geelder da ogsa dens omvendte funktion t = ¢@(s), og da ¢'(s)=1 / |77(t)| >0,
er ¢ et tilladt parameterskifte, ifolge afsnit 2.2. Vi skal nu studere, hvad der sker, nér
man benytter kurveleengden s som parameter. Den tilherende parameterfremstilling for
kurven kaldes den naturlige parameterfremstilling for kurven:
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(6) n(s) = 7(e(s)), sel

(7) 7(s) = F(@(s)-@'(s) = F(£)- _ @

1 = 7
P o)

I (7) har vi anvendt (2). Den viser, at hastighedsvektoren for 7 overalt har laengden 1.

Kurven gennemlebes altsd med den konstante fart 1! Det er ofte svart i praktiske op-
gaver at bestemme den naturlige parameterfremstilling, da det involverer, at man finder
et udtryk for den inverse funktion til kurveleengdefunktionen.

2.4 Tangentdrejning og krumning

Givet en reguler parametriseret C* —kurve 7(¢),¢<l. Lad dens naturlige parameter-
fremstilling vaere 7 (s), s € 1,. Vi vil for ethvert punkt langs kurven definere to vektorer:

(8) ((s)=7(s), ni(s)=1(s)

Vektoren 7 er altsd tangentvektoren, mens den sdkaldte normalvektor i fis som tveer-
vektoren til tangentvektoren. Ifelge forrige afsnit har tangentvektoren lengden 1, hvoraf
det fremgér, at (?(s),ﬁ(s)) i ethvert punkt af kurven udger et ortonormalsystem — dvs.
vektorerne har lengde 1 og er indbyrdes ortogonale. Systemet kaldes derfor passende
for det ledsagende koordinatsystem langs kurven. Betegnelserne 7 og 7i er almindelige
1 litteraturen. Ferstnaevnte bar ikke forveksles med parameteren ¢! I det folgende skal vi
studere, hvordan tangentvektoren drejer, nar man beveger sig langs kurven.

Definition 5

Givet et fast punkt £, pd kurven svarende til parameteren s, . Vi definerer da 6(s) som
den vinkel, som tangentvektoren 7(s) danner med den faste tangentvektor 7(s,) i F,.
Situationen er illustreret pa figur 3.

Figur 3

£(s)

1(s,)

Vi kan nemmere overskue situationen, hvis vi sammen med 7(s,) og 7(s,) tegner de
repraesentanter for vektorerne 7(s) og 7(s), som har udgangspunkt i Fy:
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Figur 4

Da alle vektorerne har leengde 1, ligger endepunkterne for alle vektorpilene pa enheds-
cirklen med centrum i F,. Af overskuelighedshensyn bruger vi den kortfattede notation
[ =1(s), n="n(s), t, =1(sy), i, =1(s,), 0 =0(s), ¥ =k(s). Vektorerne 7, og 7, er alt-
s& faste vektorer, hvorimod vektorerne 7 og 7i er vektorfunktioner med parameteren s.
Vinklen 0 er en funktion af 5. Det er naturligt at oplase de to variable vektorer 7 og 7
efter retningerne bestemt ved de to faste vektorer 7, og 7, . Det ses af figuren, at

{

cos(0)-z, + sin(0)-7,
—sin(0)-7, + cos(0)-#,

)

S|
Il

Af den forste ligning fés: cos(0) =7 « 7,,sin(0)=7 « 7,. Da 7 har lengden 1 og er en
kontinuert vektorfunktion i s, ses det umiddelbart, at 6 =0(s) kan bestemmes som en
kontinuert funktion af s. Eftersom 7 « #, og 7 + 7, endda er kontinuert differentiable
funktioner af s, er vinkelfunktionen ogsa kontinuert differentiabel, da man lokalt har:

Arccos(f « 7,) + konstant

(10)

Arcsin(7 « 7i,) + konstant

Husk p4, at funktionerne Arccos og Arcsin er kontinuert differentiable 1 deres respektive
definitionsmeengder og bemerk, at konstanten er et multiplum af 2.

Definition 6

Lad 7(s), s € I, vaere den naturlige parameterfremstilling for en reguler parametriseret
C?-kurve. Da defineres krumningen «(s) i det til parametervardien s svarende kurve-
punkt ved k(s)=0(s).
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Bemeerkning 7

Ovenstdende definition af krumning er naturlig, idet den kan opfattes som den ojeblik-
kelige vinkelhastighed, hvormed tangenten drejer, nar man vel at maerke beveager sig ud
af kurven med den konstante fart 1, svarende til at man benytter den naturlige para-
meterfremstilling. Valget af fast punkt £, er uvasentlig, da 0(s) kun @ndres med en
konstant vinkel, hvis man velger et andet fast punkt — hvilket betyder, at differential-
kvotienten ikke @ndrer sig! En andet spergsmal, man kan stille sig er, om krumningen
er en ’geometrisk egenskab”, altsd om krumningen er knyttet til kurven og ikke athan-
ger af den valgte parameterfremstilling? Her er svaret, at den til dels athenger af para-
meterfremstillingen, idet krumningen ved gennemleb af kurven i modsat retning skifter
fortegn. Dette fremgér af definition 6, hvis parameteren s udskiftes med —s. Ved et til-
ladt parameterskifte (se afsnit 2.2) @ndres krumningen derimod ikke, da krumningen jo
netop er defineret ud fra den naturlige parameterfremstilling, og den er uaendret ved et
tilladt parameterskifte. Benyttes et ikke-tilladt parameterskifte, hvor ¢(u) ikke er mono-
ton, s vil der vere et sted, hvor ¢'(u) er 0, hvilket betyder, at den nye parametriserede
kurve 7 o ikke er reguler, ifolge (2). Dvs. krumningen er da end ikke defineret!

Satning 8

Lad 7(t),t €I vare en reguler parametriseret C* —kurve, og lad den tilhorende
naturlige parameterfremstilling vaere 7(s), s € /,. Da vil den numeriske verdi af
krumningen vere lig med lengden af den 2. afledede af vektorfunktionen, altsé:

(11) k()| = [7"(s)]

Bevis: Vi vil nu differentiere med hensyn til s pa begge sider af hver af ligningerne i (9).
Vi far blandt andet brug for reglen for differentiation af en sammensat funktion:

Z’!

—0'-sin(0) -7, + 0'-cos(0)-7,

(12) - .
—0'-cos(0)-7, — 0'-sin(0) -7,

Sy
I

Hvis vi satter 0’ uden for parentes, og bruges (9) fas:

= 0'-(-sin(®)-7, + cos(8)-7i) = 0"-ii = x-ii

(13) R _
n' = —6'-(005(9)-t0 + sin(e)-ﬁo) =-0"t = —x-t

Identiteten |f’| = | K- ﬁ| =|«lliil =Ix| fas umiddelbart ved at tage leengden pa begge sider af
den forste ligning 1 (13). Af definitionen i (8) fis (11) herefter middelbart! i
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Saetning 9

Lad 7(t),t €I vare en regular parametriseret C* —kurve, og lad den tilhorende
naturlige parameterfremstilling vere 7 (s), s € /,. Da kan krumningen 1 det til para-
meteren s svarende punkt findes ved folgende determinant:

(14) K(s) = det(7{'(s),71"(s))

Benytter man derimod den originale parameterfremstilling 7(¢) = (x(¢), y(¢)) kan
man fa krumningen ved folgende formel:

x! y!
" "]

det(#'(¢),7"'()) _ y
P (G2 + 0y

(15) k(1) =

)3/2

Bevis: I stedet for at tage leengden pa begge sider af den forste ligning 1 (13), ligesom vi
gjorde i beviset for s@tning 8, kunne man tage skalarproduktet med # pa begge sider af
ligningen, hvilket giver 7i o' =7i o (k- 71) = K- | ﬁ|2 =K. Husk, at determinanten er define-
ret ved det(d,b)=a«b . Ifolge (8) betyder det, at x=7i«f' =1 «f =det(7,"). Ifolge (8)
fas herefter umiddelbart (14), hvor den variable s er anfert eksplicit.

Ved praktiske beregninger er formlen (14) upraktisk, da den forudsetter, at vi har den
naturlige parameterfremstilling. Vi ensker en formel, som kan bruges pé den oprinde-
lige parameterfremstilling! Bruger vi reglen om differentiation af sammensat funktion
pd 7, =7 o og siden produktreglen for differentiation, fér vi:

(16) 7(s) = 7(0(s)-¢'(s)
(17) 7'(s) = 7(0(5))- 0'(s)- 9'(s) +7'(¢(s)) - ¢"(s)

Vi skal nu se pa determinanten af hejresiderne i henholdsvis (16) og (17). Vi bruger
egenskaberne for determinanten (se ovelse 10). Bemark, at ¢'(s) og ¢"(s) er skalarer!

det(7{'(s),7;"(5)) = (9'(s))’ -det(7'(9(s)),7"(e(s)))

(18)
+¢'(s)-9"(s)- det (F'(9(s)), 7'(9(s)))

Det sidste led 1 hgjresiden af (18) forsvinder, da determinanten til parallelle vektorer er
0. Hvis vi desuden indferer ¢ = @(s) og ¢'(s) = 1/ F’(t)| fra afsnit 2.3, far vi:

(19) det(7y'(s),7"(s)) = (1 % det(7'(¢),7"(1))

|7(¢

Heraf udtrykket (15) for krumningen. mi
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Ovelse 10

Vis, at hvis q,,a,,a;,a, er skalarer (tal), har determinanten nedenstdende egenskab.
Specielt er determinanten lineer 1 hver af argumenterne!
det(a\v, + a,v,,a;v; +a,v,)

(20)

= a,a, det(v,,v;) + a,a, det(v,,v,) + a,a, det(v,,v;) + a,a, det(v,,v,)

Bemearkning 11

Selv om emnet ikke skal behandles her, skal det lige nevnes, at krumningen af en
rumlig kurve netop defineres ved |171 ”(s)| . Krumningen af en rumlig kurve er derfor altid
storre end eller lig med 0. I planen kan vi med definition 6 derimod udmerket have en
negativ krumning!

2.5 Krumningscirkel

I dette afsnit skal vi se, at man, hvis vektorfunktionen er tilstreekkelig pen i en omegn af
et punkt P, kan tilneerme banekurven i nerheden af dette punkt med en cirkel med en
radius, som er omvendt proportional med den numeriske verdi af krumningen i P.

Definition 12

Lad 7(t),t el vere en reguler parametriseret C* —kurve. For et vilkarligt € / lader
vi P vere det til parameteren ¢ svarende punkt, dvs. OP = 7(¢). Antag, at krumningen
k(¢) # 0. Da defineres krumningscirklen i punktet P som den cirkel, der har radius lig
med R(¢) = 1/ |K(t)| og som har centrum 1 punktet C bestemt ved:

21) OC = OP + ——.ii

K(7)
hvor 7i =¢ er normalvektoren i det ledsagende koordinatsystem i P. Denne enhedsvek-
tor er ifolge (7) og (8) givet ved formlen 7(¢) = r'(t)/ F'(t)| . Sterrelsen p(¢) =1/x(¢) kal-
des for krumningsradius, der eventuelt kan vare negativ.

P& figur 5 pa naste side peger normalvektoren fra P ud af den kraftige stiplede linje.
Det er den lille kraftigt optrukne cirkel €, som er krumningscirklen. Den anden cirkel
vil blive beskrevet i den naste s@tning, som retferdiggeor begrebet krumningscirkel.
Bemark, at hvis man gennemlober kurven 1 modsat retning, s& vil krumningen, jvf. be-
markning 7, godt nok skifte fortegn, men normalvektoren vil ogsé blive vendt 180°.
Det betyder, at krumningscentrum ifelge (21) vil vere uendret
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Figur 5

Saetning 13

Lad 7(¢),tel vare en reguler parametriseret C* —kurve, og lad ri(s),s el
vare den tilherende naturlige parameterfremstilling. For et vilkdrligt s € /, lader vi
P betegne det til parameteren s svarende punkt, dvs. OP = 7(s) . Antag, at krum-
ningen 1 punktet er forskellig fra 0, dvs. k=x(s)#0. Kurven har da ifelge
definition 12 en krumningscirkel C 1 P, hvis centrum er givet ved (21). Lad P,
vaere et variabelt punkt pa kurven bestemt ved @ = 7j(s+As). Der findes da et
8>0, sédledes at ingen af punkterne P,, for 0<As<d ligger pd tangenten
gennem P. Sidstn@vnte egenskab gor, at der for ethvert As med 0<As <d eksi-
sterer en cirkel C, , der gér igennem punkterne P og P, , og som i punktet P har
den samme tangent som selve kurven! Da gzlder det, at den variable cirkel C,,
narmer sig til krumningscirklen ¢ nar As — 0. Centrum for den variable cirkel
betegnes C,, pa figur 5.

Bevis: Beviset er udskudt til appendiks A, da det er temmelig teknisk. Den interesserede
leeser henvises hertil.

Eksempel 14

Lad os arbejde videre med eksempel 2 og bestemme krumningen og krumningscirklen i
punktet svarende til parametervaerdien ¢ =1. Fra eksempel 2 har vi forst:

o= "] o= 2] R - m
" elaee) T T 3ea) T T e
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hvoraf 7(1)=(3,3),7'(1) =(2,-1),7"(1) =(2,6) . Ifelge setning 9 haves derfor:

‘2 -1

2 6‘ 14
22 (R SN SN S SN

= 1,2522

Krumningsradius i kurvepunktet P(3,3) er 1/x = 5\/5 / 14 =0,7986, som dermed ogsé er
radius 1 krumningscirklen. Det ledsagende koordinatsystem i1 P fés til:

Fo P01 (2)_[F L[lj
@ - fa (_T] L

Centrum for krumningscirklen kan nu beregnes:

G

3 - 3%
24) OC = OP+PC = F(1)+(1fx) i = (3] + 5| = (32‘]
f 7

Den lille rade cirkel pé figuren nedenfor er krumningscirklen i punktet svarende til pa-
rameteren ¢ =1. P4 figuren er ogsd indtegnet krumningscirklen i punktet svarende til
parameteren ¢ =0. [ dette punkt er krumningen meget mindre og radius i krumnings-
cirklen derfor meget stor. Derfor kan kun en del af cirklen ses pa figuren. De ledsagende
koordinatsystemer bestidende af vektorerne 7 og 7i er ogsé indtegnet.

Figur 6
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3. Vejgeometri

Som navnt 1 indledningen, er der en lang rakke forhold at tage hejde for ved projekte-
ringen af en vej. Her er udvalgt to aspekter, vi skal studere: Overgangskurver og kor-
selsdynamik. De er begge underemner til emnet /injeforing, som handler om den kurve-
form, som vejens midterlinje har, nir den projiceres ned i et vandret plan. Linjeferin-
gens hovedelementer er den rette linje og cirkelbuen (hovedkurven). Herudover kraves
de sakaldte overgangskurver, som vi skal betragte i det kommende afsnit. Kerselsdyna-
mikken kommer ind i billedet, idet man med den kan beregne, hvor stor krumningen af
vejen hejst ma vere, for at keretojet kan holde sig pa vejen uden at skride ud eller val-
te, under forskellige forhold. Kerselsdynamikken betjener sig ikke overraskende af
nogle vigtige fysiske love, specielt inden for emnet mekanik. Vi vil se pa lidt af dette i
afsnit 3.3. Inden da skal vi imidlertid i afsnit 3.2 se pa accelerationens komponenter 1
det ledsagende koordinatsystem. Linjeforingen er selvfelgelig forst og fremmest styret
af, hvilke omrader og byer, som enskes betjent af vejen samt af planlove, naturfred-
ningslove etc. Ved udformningen af vejen tages ogsa kraftigt hensyn til oversigtsforhold
og, som det méske kommer bag pa nogle, cestetikken. Det har vist sig, at trafiksikker-
heden gges, hvis fereren af bilen far nogle afvekslende og e@stetisk set tilfredsstillende
synsoplevelser. Veje med lange lige straekninger har vist sig at virke ensformigt og sle-
vende pa foreren. Ud over de projektopgaver du skal lese i afsnit 3.1, er der rig lejlighed
til at prove krefter med opgaver i opgavesektionen. God forngjelse!

Figur7

@@\

3.1 Overgangskurver

Pa figur 8 pa neste side har vi illustreret det tankeeksperiment, at
forbinde en cirkelkurve med dens tangent i et punkt P. Den sammen-
satte kurve er da fint differentiabel i punktet P. Der er imidlertid et
problem: Krumningen er diskontinuert 1 P, eftersom en ret linje har
krumning 0 og en cirkel med radius » har krumning 1/7. Det har den
konsekvens, at bilens forer vil vaere nedsaget til momentant at dreje
rattet, s& forhjulene fra at vaere parallelle med baghjulene, kommer til at danne en vinkel
u 1 forhold til baghjulene, som det ogsa er illustreret pa figur 8. Dette er naturligvis
under forudsatning af, at fereren ensker at folge ideallinjen pd vejen. Jo mindre radius i
cirkelbuen er, jo sterre gene vil det vere for personen at korrigere ved passagen af tan-
gentpunktet P. Bemerk i gvrigt, at nar ferst rattet er drejet, sd forhjulene danner en
bestemt vinkel med baghjulene, sa skal man ikke korrigere pa rattet, s& lenge cirkel-
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kurven folges! Lad os kalde akselafstanden 1 bilen for k, og den vinkel, som for- og
baghjul danner set fra cirklens centrum C, for u. S& viser et hurtigt argument, at s ma
vinklen mellem for og baghjul ogsa vaere u. Og man opdager ogsa, at hvis u regnes i
radianer, s& gelder med stor tilnermelse at r-u=k < u=k/r. 1 figuren har jeg af il-
lustrationsmaessige drsager anvendt en urealistisk lille cirkel i forhold til bilens dimen-
sioner. I praksis skal radius vare noget storre.

Figur 8

-
/]

For at lgse ovenstdende problem med diskontinuiteten af krumningen har man fundet pa
at tilfoje en sakaldt overgangskurve imellem det rette linjestykke og cirkelbuen. Som
oftest veelges her en del af en sakaldt klotoide (pa engelsk: klothoid, clothoid eller cornu
spiral). Denne kurve har, som du senere selv skal vise, den egenskab, at dens krumning
@ndres lineert med den tilbagelagte leengde, og 1 praksis betyder det, at man skal dreje
rattet med en konstant vinkelhastighed, nar man kerer med konstant fart rundt i kurven.
Korslen 1 kurven bliver altsd mere behagelig for chaufferen. En yderligere fordel ved
klotoide-kurven er, at den giver bedre cstetiske oplevelser for chaufferen, hvilket jeg vil
demonstrere senere i dette afsnit. Klotoidens parameterfremstilling kan angives ved fol-

gende udtryk:
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(25) F(e) = [x(”] _|
y .

hvor 4 er en konstant, den sakaldte klotoide-parameter. Koordinatfunktionerne er inte-
graler, som er meget nert beslegtede med de sdkaldte Fresnel-integraler, og de kan
ikke udtrykkes ved de s@dvanlige matematiske funktioner. Selve klotoide-kurven viser
sig at vaere spiralen vist pa figur 9. Det er som navnt kun en lille del af denne, som
benyttes som overgangskurve.

Figur 9

»

I det folgende skal du preve at udlede en raekke egenskaber for klotoide-kurven, blandt
andet ved hjelp af de redskaber, som er udledt i kapitel 2.

a) Forklar hvorfor alle klotoider er ligedannede, dvs. at en variation af klotoide-para-
meteren blot betyder en forsterrelse/formindskelse af kurven.

b) Bestem et udtryk for hastighedsvektoren, idet du benytter den fundamentale sat-
ning i integralregningen, at integralet er en stamfunktion til integranden.

c) Vis, at farten 1 kurven er konstant lig med 4 og vis, at kurvelengden regnet fra
punktet svarende til # =0 til punktet svarende til ¢ er givet ved s(¢) = A4-¢.

d) Bestem et udtryk for accelerationsvektoren.

e) Benyt formlen i s@tning 9 til at pdvise, at krumningen er givet ved folgende formel:
K =1/ A, altsd at krumningen er proportional med tiden 7.

f) Bestem udtryk for vektorerne 7 og 7 i det ledsagende koordinatsystem.

g) Vis, at radius i krumningscirklen i punktet 7(¢) er givet ved R(¢)= A/t,t>0.

h) Vis, at centrum C for krumningscirklen kan angives ved felgende stedvektor:
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A‘Itcos(%zz)dz - é‘sin(%tz)
ocC — 0

A-{tsin(%zz)dz + é-cos(%tz)

1) Brug punkt c) og g) til at vise, at produktet mellem klotoide-delkurvens leengde s og
krumningsradius R i endepunktet er konstant: s-R = A”.

j) Brug punkt f) til at vise, at tangenten er drejet vinklen t = %tz , regnet 1 radianer.
Benyt derefter punkt c) og g) til at vise sammenhangen: t=s/(2R).

Bemerkning 15
Man kan vise, at 7(¢) > (%A\/_ . An ) for t — oo, sd banekurven pé figur 9 spiralerer
altsa ind mod dette punkt.

For at lese problemet med diskontinuiteten af krumningen i sammenfojningspunktet
indskyder man altsa, som tidligere naevnt, et stykke af en klotoide imellem det rette lin-
jestykke og cirkelbuen. Man serger for, at cirklen bliver krumningscirkel til overgangs-
kurven i dets endepunkt. Herved bliver krumningen fin kontinuert igennem hele kur-
vens forleb. Situationen er illustreret pa figur 10 pd naste side, hvor det rette linjestykke
ligger pa den negative del af x-aksen indtil origo, hvorefter den gar over i klotoide-buen,
som igen gar over 1 cirkelbuen 1 F). For at gore illustrationen tydelig har jeg valgt pé fi-
guren at benytte en ret stor del af klotoiden som overgangskurve. Normalt benyttes en
mindre del, da man ikke ensker for stor krumning af kerselsdynamiske arsager. Men
dette afth@nger selvfolgelig af, om der er tale om motorvej, landeve;j eller veje 1 byom-
rdde. Lige en bemarkning: Man benytter selvfolgelig ikke hele cirklen som kerebane,
kun en del heraf. Det kan si vere, at kerebanen fortsatter over i en ny overgangskurve.
P4 figur 10 er bilen néet til punktet P pd kurven, og centrum for krumningscirklen i det-
te punkt betegnes C og krumningsradius med R.

Kombiner c) og e) ovenfor til folgende udtryk for krumningen, udtrykt ved kurvelaeng-
den: K:S/A2 . Af definitionen d6/ds =« fas derfor AO~k-As= (S/Az)-AS for As
lille. Hvis vi lader As vere det stykke af kurven, som er imellem for og baghjul, si er
dette stykke med meget stor tilnermelse lig med akselafstanden a: As = a. Derfor vil
vinklen AO mellem for- og baghjul med meget stor praecision vare lig med (a/ A%)-s.
Hvis kurven tilbagelegges med den konstante fart v, , kan vi s&tte s =v, ¢, hvor ¢, er
tiden. Heraf fis A6 = (a-vo)/ A?-t,. Vinklen mellem for- og baghjul @ndrer sig altsi
proportionalt med tiden. Med andre ord: Rattet skal drejes med konstant vinkelhastig-
hed for at bilen folger kurven!

Man kan forbinde to modsat vendende cirkelbuer med en sékaldt vende-klotoide, som er
to klotoide-stykker, der er hagtet sammen i begyndelsespunktet. Disse klotoider kan
have forskellige eller samme klotoide-parameter (se figur 11).
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Figur 10
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Figur 11
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I praksis ensker man sig en bestemt radius i cirklen. Derefter prover man at finde en

passende klotoide-parameter. Det er vigtigt at bemerke, at klotoide-kurvens fordele af-
hanger af, at koretojet kerer med konstant fart. Er dette ikke tilfeldet, bliver den kere-
teknisk optimale kurve en anden. Ved frakersler fra motorveje, hvor man ma regne med

at chaufforen bremser, benytter man sdledes ofte en sékaldt bremsekurve. Ikke mere om

dette her.
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Som tidligere naevnt spiller estetikken 1 forbindelse med klotoiden en ikke uvesentlig
rolle. For foreren af en keretoj vil et sving se mere naturligt ud, nar der benyttes en klo-
toide som overgangskurve end tilfeldet er, nar en cirkel gir direkte over i en tangent.
Figur 12 viser hvordan det perspektivisk vil se ud, nér en chauffer med gjnene i hgjden
1,50 meter over kerebanen kerer ind 1 en hovedkurve (cirkelbue) med radius 300 meter
forbundet via en overgangskurve, der er en klotoide. Den stiplede kurve svarer til, hvor-
dan det vil se ud, hvis man kerer direkte fra tangenten over i cirklen. Man ser, at brug af
overgangskurve giver et harmonisk synsindtryk, hvorimod det 1 tilfeeldet med tangenten,
som forlegber direkte over i cirkelbuen ser ud til, at der er et lille knaek i kurveforlebet.
Pé figur 13 har jeg tegnet kurverne hver for sig. Til sidst vil jeg n@vne, at man under-
tiden ogséd bruger andre kurver som overgangskurver, for eksempel grafer for tredje-
gradspolynomier. Du kan studere dette i opgave 312.

Figur 12

Toién

Figur 13

Med klotoide

Uden klotoide
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3.2 Accelerationens komponenter

Til brug i de folgende afsnit 3.3 og 4.2 skal vi udlede en nyttig formel, som udtrykker
accelerationsvektoren i det ledsagende koordinatsystem, dvs. accelerationens kompo-
nenter i tangentens og normalens retning. Ifelge (6) har vi 7(¢) = 7(s(¢)) og differen-
tierer vi med hensyn til ¢ og bruger (8), fas folgende udtryk for hastighedsvektoren:

(26) ¥(t) = 7(t) = 7'(s(t)-s'(t) = v(0)-1(s(1))

hvilket ikke er overraskende, idet den blot udtrykker, at hastighedsvektoren er lig med
tangentvektoren multipliceret med farten til tiden ¢ Differentierer vi tangentvektoren
med hensyn til #, fés:

27) %(7(5(1))) = 1'(s(1)-s'(t) = F'(s()-v(t)

Accelerationsvektoren fas ved at differentiere hastighedsvektoren med hensyn til ¢, og
benytter man (26), fas:

VI(t) = V() 1(s(t) + v(6)-1'(s(t)-v(t)
Vi(O)-F(s(®) + (V1) x(s(0)-7i(s(0))

a(t)
(28)

hvor vi har benyttet (13) ved omskrivningen af det sidste led. Skrevet i kompakt og
underforstaet form, ser (28) saledes ud:

(29) a=v-+ i

og udnytter vi, at krumningsradius p er omvendt proportional med krumningen, far vi:

2
(30) i=vi+ %-ﬁ

Figur 14
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Vi vil tale om accelerationens tangential-komponent a, = v'-f og accelerationens nor-
mal-komponent d = i =’ / p)-n. Disse er indtegnet pa figur 14. Vi ser, at tan-
gential-komponenten af accelerationen involverer farten differentieret. Hvis specielt far-
ten er konstant, forsvinder tangential-komponenten altsa!

3.3 Kerselsdynamik

Korer man hurtigt igennem en kurve, vil passagererne i en bil fole et vist ubehag. I
vaerste fald kan bilen skride ud/veelte. Ikke overraskende er det iser farten og vejens
krumningsradius, som er afgerende. For at reducere risici anlagger man undertiden
vejene med sidehaldning. Givet bilens fart v, vejens sideh@ldning o og krumnings-
cirklens radius R =|p

, hvor p er krumningsradius. Da skal vi opstille betingelser for
gnidningskoefficienten, sadan at keretgjet kan kere gennem kurven uden at skride ud.

Figur 15
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Vi forestiller os en bil kere gennem en kurvet vej med sidehaldning. Figur 15 viser et
tvaersnit af vejen, hvor sidehaldningen er tegnet noget overdrevet af padagogiske
arsager. Bilen er pavirket af tyngdekrafien F,, som virker lodret ned fra bilens masse-
midtpunkt, en normalkraft ﬁn , som er reaktionen fra vejen og virker vinkelret pa denne,
og endelig en gnidningskraft anid . Sidstnaevnte virker vinkelret pa bilens bevagelses-
retning, som pa figuren er ud af papiret. Hvis bilen kerer hurtigt, vil bilen have en ten-
dens til at ryge ud af kurven, og i dette tilfelde vil gnidningen virke modsat, dvs. nedad
vejens tvaersnit. Hvis bilen derimod kerer langsomt, vil tendensen til at ryge udad kur-
ven vare mere end opvejet af bilens tendens til at falde indad i kurven, hvilket betyder,
at gnidningskraften peger den anden vej. Det er dog ferstnavnte tilfelde, der er afbildet
pa figuren. Til hejre pé figur 15 har jeg indtegnet kraefterne, sa de udgér fra det samme
punkt. Sagen er, at vi pa forhand ved, at hvis bilen skal kunne kere i kurven med kon-
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stant fart uden at skride ud, s& mé der ifelge forrige afsnit vaere en acceleration af stor-
relsen vz/ R ind mod krumningscirklens centrum, hvor v er farten. Ifelge Newtons 2.
lov er vektorsummen af de virkende kraefter lig med masse gange acceleration, m-a , sa
vektorsummen er altsé rettet ind mod krumningscirklens centrum. Den er tegnet med en
stiplet pil til hejre pé figur 15. Af hensyn til overskueligheden vil jeg 1 det folgende lade
F,, Fyia» £y, a 0g g betegne leengderne af vektorerne F‘n, foF
navnte vektor er tyngdeaccelerationen. Hvis vi opleser (se opgave 243) alle de tre kreef-

wnid> £1»d 0g g, hvor sidst-

ter 1 vandrette og lodrette komponenter, kan vi altsd sige, at storrelsen af summen af de
vandrette komponenter skal vere m-a og sterrelsen af summen af de lodrette kompo-
nenter skal vaere 0. Matematisk giver det anledning til folgende ligningssystem:

G1) Lodret:  F, -cos(a) — Fyq-sin(a) — £, = 0

Vandret: F -sin(a) + anid'COS(Oﬁ) =m-a

og indsettes F; =m-g fas et set af to ligninger med to ubekendte, hvor £, og F,,4 er
de ubekendte:

F, -cos(a) — F,
F,-sin(a) + F,

g-sin(a) = m-g

(32) g-cos(a) = m-a

ni

Ligningssystemet kan lgses ved substitution eller som vi ger her ved hjelp af determi-
nant-metoden:

m-g —sin(a)

m-a  cos(a)

n

cos(a) —sin(c0) = m-(g-cos(a) + a-sin(a))

sin(a)  cos(a)
(33)

cos(at) m-g

sin(a) m-g

onid = cos(@) —sin(a) = m-(-g-sin(a) + a-cos(a))

sin(a)  cos(a)

Betingelsen for, at der ikke sker nogen udskridning er, at F,,q < W -F,, hvor pg er den
statiske gnidningskoefficient for de to materialer, der har kontakt med hinanden. Indsaet-
tes a = v’ / R 1(33) fés altsd folgende betingelse for at bilen ikke skrider ud:

a-cos(a)—g-sin(a) vz/R -cos(a) — g -sin(a)

F .
(34) R =
F a-sin(a)+g-cos(a) v /R-s1n(a)+g-cos(a)

Lad os satte v=F,,4 / F, . Denne storrelse athenger altsd af farten, radius 1 krumnings-
cirklen og sideh@ldningen, som vi kan se af udtrykket i (34). En vej dimensioneres nor-
malt til at man skal kunne kere pd den med en bestemt maksimal fart. Derfor kan vi
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sige, at v er givet pa forhand. Tilbage er der R og o at regulere pa, si uligheden (34)
overholdes og udskridning dermed undgés. Imidlertid er greensen for komfortabel kersel
under normale forhold overskredet lenge inden y narmer sig . Endvidere ensker
man at vaere pa den sikre side, s koretgjerne kan kere sikkert under forskellige klimati-
ske forhold. Derfor fasts@tter man i vejregels@ttet den sterste vaerdi for y, man tillader:
Denne vaerdi er athaengig af farten og er angivet i tabellen nedenfor. For yder-

Ymax *

ligere detaljer henvises leseren til [6].

v (km/t) 60 70 80 90 100 110 120
0,18 0,16 0,14 0,12 0,10 0,08 0,07

y max

4. Andre anvendelser af klotoiden

Klotoiden eller cornu-spiralen dukker ogsa op i andre sammenhange. Franskmanden
Marie Alfred Cornu (1841 — 1902) anvendte den til at beskrive diffraktionsfaanomener
inden for optikken. Klotoiden har, foruden i vejprojektering, fundet anvendelse ved an-
leeg af togspor, skihopbaner og meget eksotisk ved konstruktionen af rutsjebaner i for-
lystelsesparker. Klotoider har endda varet foresldet som banekomponenter i forbindelse
med minedrift. Jeg vil komme ind pa rutsjebane-anvendelsen i det folgende.

4.1 Klotoider og rutsjebaner

Som navnt i indledningen til dette kapitel er en anden vigtig anvendelse af klotoider 1
forbindelse med udformningen af rutsjebaner i forlystelsesparker. Mennesket har som
bekendt altid prevet at udforske sine muligheder til det yderste, og inden for kunsten at
kunne konstruere den rutsjebane, som kan give det sterste gys, lever dette princip i
bedste velgdende. I USA er der sdledes 1 dag stor konkurrence blandt "Amusement
Parks" om at eje den mest uhyggelige rutsjebane. Passagererne bliver slynget rundt i
kurver og loops under stor g-pavirkning og oplever det ene gjeblik vagtlashed, det
andet gjeblik presses de kraftigt tilbage i sadet. En af de store inden for forlystelses-
park-industrien har veret tyskeren Anton Schwarzkopf, som sammen med sin uundveer-
lige chefingenior Werner Stengel har veret nyskabende i forlystelses-industrien. Det
startede for alvor 1 1960'erne og forleb helt frem til 1995, hvor Anton Schwarzkopf gik
pa pension. Werner Stengel er kendt som "Rutsjebanernes mester". Han konstruerede
blandt andet verdens forste succesfulde vertikal-loop. Man havde lenge forinden for-
sogt at konstruere brugbare cirkulere loops, men var stedt pd det problem, at passage-
rerne blev udsat for voldsomme g-pavirkninger, som undertiden medferte alvorlige per-
sonskader. Werner Stengel fandt en genial lesning pa problemet, idet han forslog at an-
vende stykker af en klotoide i loopet. Dette skridt reducerede g-pavirkningerne betyde-
ligt. Dette vil blive forklaret naermere i det folgende.



26 © Erik Vestergaard — www.matematiksider.dk

4.2 g-pavirkninger

Nér en person befinder sig i hvile, vil denne vere pavirket af tyngdekraften mg, som
peger lodret nedad. Denne kraft er personen ogsa pavirket af, nar han/hun bevager sig,
for eksempel i en rutsjebane. Da virker imidlertid ogsé andre kreefter, som ger, at perso-
nen foler det som om tyngdekraften har en anden storrelse eller retning end den 1 virke-
ligheden har. Vi taler om den sdkaldte effektive tyngdeacceleration g , som kan defi-
neres udfra et relativt koordinatsystem, der “’folger med personen”, og hvori personen er
1 hvile. Vi ser altsd pa situationen fra personens synspunkt!

Figur 16

Lad os se pa det tilfelde, hvor en person med masse m bevager sig i en kurveformet
bane i et lodret plan. Sidstn@vnte egenskab gor, at vi kan beskrive problemet plangeo-
metrisk. Som relativt system er det hensigtsmaessigt at benytte det sdkaldte ledsagende
koordinatsystem (P,7,7), beskrevet i afsnit 2.4. Det generelle udtryk for den effektive
tyngdeacceleration er ret kompliceret, og de enkelte punkter pd personen kan sagtens
vaere udsat for forskellig effektiv tyngdeacceleration! Det vil fore for vidt at redegore
for det generelle udtryk her; vi vil kun omtale det i lase vendinger. For det forste skal
tyngdeaccelerationen korrigeres for accelerationen a af begyndelsespunktet P. For de
punkter pa personen, der ikke falder sammen med P, skal der yderligere tilfajes et “rota-
tions-led”, som skyldes det relative systems rotation i forhold til det faste. Endvidere
indeholder det generelle udtryk for den effektive tyngdeacceleration ogsa et led, som
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tager hensyn til personens bevagelse i forhold til det relative system, det sakaldte
Coriolis led. Men da personen antages at vare 1 hvile 1 det relative system, er dette led
eksakt 0. Et punkt, som ligger stille 1 punktet P vil altsd vare udsat for en g-pavirkning,
som er eksakt lig med:

2

Y
p

(35) iy = 8- =g -V - —n

idet vi har benyttet udtrykket (30) for accelerationen af P. P4 figur 16 kan du se, hvor-
dan personen foler den effektive tyngdeacceleration forlebe skrat ned mod hejre. I prak-
sis kunne dette demonstreres ved at personen holdt et pendul i handen under turen. Det
er netop de pludselige @ndringer i den effektive tyngdeacceleration, som giver personen
den gysende fornemmelse! Det skal dog ogsa siges, at rutsjebaneoplevelsen forsterkes
gennem de synsindtryk som gjnene modtager. Man kan séledes sagtens fa et sug i ma-
ven ved at betragte en film med et rutsjebanegennemleb, selv om man forholder sig i ro!

Idet vi betegner den vinkel, som den forste basisvektor 7 i det relative system danner
med den forste basisvektor 1 det faste system, med 6, giver (35) folgende koordinat-

_ (0 o cos(0) (.2 '—sin(e)
Eett = —g] Y (sin(e)J (v /p)Lcos(e)]
—v'-cos(6)+(v2/p)-sin(9)
—g—v'-sin(@)—(vz/p)-COS(O)

fremstilling:

(36)

Hvis det betragtede punkt ikke ligger ret langt fra P, vil (35) og (36) stadig vare en god
approksimation til g-pavirkningen.

Sadvanligvis benytter man sig i rutsjebaner ikke af motorkraft til andet end at lofte vog-
nen op til et hejt niveau. Herfra ma vognen alene klare turen ved hjelp af den mekanis-
ke energi. Hvis man ser bort fra gnidning og luftmodstand, s vil den mekaniske energi
E,o =+mv’ +mgh vare bevaret! I bunden vil farten vere sterst, mens den aftager pa
vej op i takt med, at den potentielle energi vokser. Den afledede af farten vil altsa vaere
negativ, ndr vognen er pa vej opad! Det er arsagen til, at vi pa figur 16 har tegnet v'-7
modsat rettet 7 . Lad os regne pa eksemplet med et cirkulart loop.

Eksempel 16 (Cirkulert loop)

Lad os se pa et cirkulert loop med diameter 17,0 meter, og lad os antage, at vognens
fart 1 bunden er 90 km/t = 25 m/s. Vi vil se bort fra gnidning og luftmodstand 1 det fol-
gende saledes, at vi kan benytte bevarelsen af den mekaniske energi til at bestemme far-
ten i toppen af loopet. Desuden vil vi bestemme g-pévirkningen via formel (36). Vi vil
specielt bestemme g-pavirkningen i bunden af loopet i punktet B og i toppen i punktet
C, hvor passagerne vender hovedet nedad! Energibevarelse giver:
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1 2 _ 1 2 _ 2
MV +mghe = smvg+mghy, << Ve =4vy—2gh

idet vi s@tter nulniveauet for potentiel energi til at vere i punktet B. Det giver folgende
verdi for farten 1 C:

Ve = \VE-2gh. = \/(25m/s)2—2-9,82m/sz-17,0m = 17,1 m/s

og folgende verdier for den effektive tyngdeacceleration ved indsettelse 1 (36):

8t

—0-cos(0°) + (25 m/s)? /(8,5 m)-sin(0°) B ( 0 }
9,82 m/s? —0-sin(0°) — (25 m/s)? /(8,5 m)-cos(0°) ) 83,3 m/s?

o ~0-cos(180°) + (17,06 m/s)* /(8,5 m)-sin(180°) ~ 0
—9,82 m/s> —0-sin(180°) — (17,06 m/s)? /(8,5 m) - cos(180°) 24,4 m/s’

Da den ene koordinat er 0, er det s&rligt nemt at bestemme laeengden af vektoren. Vi far
folgende approksimative vaerdi for g-pavirkningen i punktet B: 83,3m/s>=85g. I
punktet C er den tilsvarende 24,4 m/s® =2,5 g . Det overlades til laeseren at overveje,
hvorfor den afledede af farten i toppen og bunden af loopet er 0!

Figur 17 (Cirkulert loop)

B

D

N
b 2y

Eksemplet viser tydeligt problemet med et cirkulart loop. Betragt folgende vektorbidrag
til udtrykket for den effektive tyngdeacceleration fra (36), regnet med fortegn:
0 —sin(0)
37 g = 0 —(v*/o)-
0 ¢ (—gj e - /p)(cos(m]
Sidstnavnte har en stor lengde i bunden af loopet, da farten er stor her samtidigt med,

at vektoren her er ensrettet med forstnavnte (tyngdeaccelerationen). I toppen derimod er
bidragene modsat rettede og sterrelsen af sidstnevnte vektor er ikke stor her. o
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Werner Stengel indsa, at hvis man eger krumningsradius i bunden, s& vil man fa mind-
sket lengden af den sidste vektor i (37). Klotoiden har netop stor krumningsradius i
bunden, og kurven har ydermere den fordel, at krumningen oges line@rt med den til-
bagelagte strackning i loopet. Situationen kan ses pé figur 18: Et stykke oppe af loopet (i
punkt B) lader man klotoiden gé over 1 dens krumningscirkel i B. Dette sikrer, at krum-
ningen bliver kontinuert, dvs. kurven er kontinuert differentiabel af 2. orden! Werner
Stengel var i stand til at reducere g-pévirkningen fra ca. 10 g til under 5 g.

Figur 18 (Klotoide loop)

Figur 19

Billedet er bragt med tilladelse fra Joel A. Rogers, www.coastergallery.com. Det viser

et dobbelt-klotoide-loop fra rutsjebanen Shockwave i forlystelsesparken Six Flags
over Texas, Arlington, Texas. Rutsjebanen er bygget af tyskeren Anton Schwarzkopf
og taget i brugi 1978.
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Appendiks A

I dette appendiks vil jeg give et bevis for setning 13. Jeg vil ga ud fra, at du er bekendt
med Taylors setning. Hvis dette ikke er tilfeeldet ma du konsultere noget litteratur!

Bevis for scetning 13: 1 det folgende vil jeg anbefale dig at kigge pa figur 5. Lad os starte
med at opskrive et udtryk for stedvektoren for det faste punkt P og stedvektoren for det
variable punkt P, . Sidstnavnte fis ved anvendelse af Taylors formel:

(A1) OP = 7(s)

. 2
(A OB = AG+A) = i) + 26 + S w0 + s

Lad os straks genindfere tangentvektoren og normalvektoren fra afsnit 2.4. 7 =7'(s), og
ifolge (13): 7"(s)=1"=x-7, sd (A2) bliver til:

(A3) OP,, = 7i(s) + As-f + Lx-(As)*-7i + B((As)?)
og af (A1) og (A3):
(A4) PP, = OP,—OP = As-f + L -(As)*-ii + 5((As)?)

Hvis vi veelger As tilstrekkelig lille (0 < As <3), kan leengden af restleddet holdes
mindre end leengden af det andet led pa hejre side, dvs. ‘6((As)2)‘ <%‘K-(AS)2 , og da
kan komponenten i normalvektorens retning ikke udlignes med det ukendte restled.
Under de betingelser kan @ umuligt veere parallel med tangentvektoren 7 . Dermed
er det bevist, at ingen af punkterne P, for 0 < As < ligger pd tangenten gennem P.

Da P, ikke ligger pé tangenten til kurven i P, findes der en cirkel C,,, som gar igen-
nem P, og P og som har samme tangent, som kurven har i punktet P. Lad C,, betegne
centrum for denne cirkel. Da cirklen C,, har samme tangent som kurven har i P, mé
centrum for C,, ligge et sted pd normalen 7 i P. Der findes altsd et tal p,, s&

(AS) PCAS = pAv ﬁ

ogsd R= | Pas | er radius for cirklen C, . Ifelge (21) vil det vare nok at vise, at der gel-
der p,, = 1/x for As — 0, for s vil cirklen C,, konvergere mod C for As —0. Vi
har felgende:

(A6) OC,, = OP + PCy, = F(s) + py, ‘i

(A7) CpBy = OBy = OCy, = As-t + [%'K'(AS)Z_F’m]ﬁ + 6((As)*)



31

© Erik Vestergaard — www.matematiksider.dk

Hvis vi tager skalarproduktet med vektoren selv pa begge sider af ligning (A6) fas:

2 2 2 e 2|
ngy o + (See(asy =py )+ [0((a9)?)
+ 2A5+(£+3((A5))) + 2[ L1+ (As) —py |+(7 + 3((A5)"))

Hvis vi regner los og isolerer p,, péd venstre side fas:

) [ (@92 +2(7+3(A)) oy = (A9)* + L (A9)* + [B((a9))]
+ 2As-(t.6((As)2)) + K-(As)z(ﬁo6((As)2))

og dermed:
K2 (As)* + ‘6((As)2)‘2 + 2As-(£+8((As)")) + K- (As)* (7 + 3(A9)"))
K- (As)” +2(ii + 3((As)"))

(s + §-
pAs =

og forkorter vi med (As)® i teller og navner, fir vi:

2
o((As)*) 3((As)?  B((As)?
) 1+iK2(AS)2+(As)2.{‘ ) ‘} +2As-(t-0(((AS))2 )j+K-(AS) [n.O(((AS))Z )]
. wr2f 72 O
(As)®

[5((a5)?) | I
— 0 for As — 0 ser vinemt, at p,, - — for As —>0.
K

Da ————

(As)?
O
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Opgaver

I denne sektion har jeg angivet nogle opgaver, som kan vaere med til at uddybe resulta-
terne fra kapitlerne 2, 3 og 4, samt give inspiration til ekstra udforskning. Nogle af op-
gaverne har vigtige anvendelser inden for faget fysik, og kan méske benyttes som pro-
jektopgaver! Opgaverne er nummereret, sa de to forste cifre angiver det afsnit, de herer
til. For eksempel er opgave 245 den femte opgave i afsnit 2.4. Opgaver af lidt sterre
svaerhedsgrad er markeret med en *.

Opgave 211

Givet en kurve med parameterfremstilling

L (x@Y [ e )
F(t) = (y(t)j = [gﬁ—mz}’ re]-2,52,5]

a) Bestem hastighedsvektoren og accelerationsvektoren til ethvert tidspunkt.

b) Vis, at der er tale om en regulcer parametriseret kurve.

c) Brug grafregneren til at skitsere banekurven.

d) Kurven har et skaldt dobbeltpunkt, hvormed menes et punkt, som medes to gange.
Beregn koordinaterne til dette punkt og bestem de to tidspunkter, hvor det passeres.
Bestem endvidere vinklen mellem tangentvektorerne i dobbeltpunktet.

e) Bestem punkter, hvori der er vandret, henholdsvis lodret tangent.

Opgave 212
Kurven givet ved folgende parameterfremstilling kaldes for en hypotrochoide:

Ft) = [x(t)j _ [2-c?s(t)+3-c?s(2t)j; ( €10.21]
y(t) 2-sin(¢) —3-sin(2¢)

a) Bestem udtryk for hastighedsvektoren og accelerationsvektoren.
b) Bestem farten i punktet svarende til tidspunktet 1 =0.
c¢) Tegn banekurven, eventuelt ved hjaelp af grafregneren.
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Opgave 213

Betragt for et fast @ >0 folgende kurve, som kaldes ”The Witch of Agnesi”, opkaldt
efter den kvindelige italienske matematiker Maria Gaetana Agnesi (1718 —1799). Kur-
vens navn har en sjov historie, som vi dog ikke skal komme ind pé her!

F() (x(t)] a-t R
r = = ; IS
(1) al(1+1%))

a) Tegn banekurven for vaerdien a =1 ved hjelp af grafregneren.
b) Bestem udtryk for hastighedsvektoren og accelerationsvektoren.
¢) Vis, at kurvepunkterne tilfredsstiller folgende ligning: y*(x* +a*)=a’.

Opgave 214* (Cykloiden)

Den sakaldte Cykloide har parameterfremstillingen

R0 = (x(t)j _ (t—sm(t)) . eR
y(t) 1—cos(?)

a) Bestem hastighedsvektoren og accelerationsvektoren til ethvert tidspunkt.

b) Tegn banekurven ved hjelp af grafregneren.

c) Pavis, at der ikke er tale om en reguler parametriseret kurve.

d) (lidt sver) Cykloiden kan frembringes pa folgende made: Antag, at cirklen star pa
x-aksen, sa den rerer x-aksen i 0. Vi markerer nu det punkt pa cirklen, som rerer x-
aksen, og kalder punktet P. Nar cirklen ruller hen ad x-aksen vil det faste punkt P
pa cirklen beskrive en cykloide med ovenstdende parameterfremstilling. Det skal du
prove at vise! Hjeelp: Cirklens reringspunkt med x-aksen betegnes til ethvert tids-
punkt med bogstavet 0. Argumenter for, at nar enhedscirklen er naet hen til et
punkt, sa O har koordinaterne (¢,0), s m& LQCP =t, regnet i radianer. Koordina-
terne til punktet P kan findes ved at bruge indskydningsreglen: OP =0C +CP . For
at bestemme vektoren CP, bemerk da, at retningsvinklen kan angives som ——7.
Herefter kraeves nogle overgangsformler for sinus og cosinus ...

Figur 20

A

v
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Opgave 215 (Jevn cirkelbevagelse)

En af de vigtige typer bevagelser inden for fysikken er den jeevne cirkelbeveegelse, hvor
en partikel korer rundt i en cirkelbane med konstant fart. Man indferer typisk vinkelha-
stigheden ®, som angiver hvor stor en vinkel regnet i radianer, som overstryges pr. tids-
enhed. Hvis radius i cirklen er 7, har vi folgende parameterfremstilling for bevaegelsen:

Ft) = [x(t)j _ Er-c?s(wt)j; R
y(t) r-sin(wt)

a) Bestem udtryk for hastighedsvektoren og accelerationsvektoren.

b) Vis, at hastighedsvektoren stir vinkelret pa stedvektoren og vis, at dens lengde,
som er farten og som betegnes med v, opfylder: v=o-r.

c) Vis, at accelerationsvektoren peger ind mod centrum af cirklen og at dens lengde,
betegnet med a, opfylder formlerne a = w” -r =v* / r.

d) Vis, at omlobstiden T kan bestemmes via formlen 7 =2n/w.

Figur 21

Ifolge Newtons anden lov er vektorsummen af de virkende krafter lig med produktet af
massen og accelerationen. Ifolge dette resultat, samt pastanden under punkt c) om at ac-
celerationsvektoren peger ind mod cirklens centrum, har man altsa, at partiklen for at
kunne udfere sin jevne cirkelbevegelse ma opfylde, at vektorsummen af de virkende
kreefter skal pege ind mod cirklens centrum. Dette kan opfyldes pa forskellig vis, for ek-
sempel ved at partiklen er forbundet til centrum via en snor, séledes at snorkraften
leverer den nedvendige kraft ind mod cirklens centrum. Hvis vi har at gere med en bil,
som udferer en cirkelbevagelse, kan den nedvendige kraft tilvejebringes ved hjelp af
friktionen mellem keretoj og vejbane eller ved at kerebanen halder lidt indad mod kur-
vens centrum. Alt dette kan du laese mere om under afsnittet korselsdynamik.

e) Antag, at en bil med massen 975 kg skal kere rundt i en cirkel med en radius pa 120
meter med en fart af 72 km/t. Hvor stor skal lengden af vektorsummen af de
virkende krafter vare, for at bevagelsen kan gennemfores?
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Opgave 216 (Kasteparabel)

Kastes en bold skrét op i luften med en begyndelseshastighed, sd vil genstanden folge
en parabel-bane — vel at marke nar der kan ses bort fra luftmodstand. Det vil du komme
frem til, nar du har lgst nedenstdende opgaver. Nar man skal lgse et sddant bevagelses-
problem, skal man analysere hvilke krefter, som virker pd bolden under dens bevagelse
og s& bruge Newtons anden lov. Den eneste virkende kraft pa bolden er tyngdekraften
F,, da det er den eneste kraft, som virker pa bolden. Kraften er indtegnet pa figur 22.
Mange tror, at der ogsa skal en ’vandret kraft-komponent” til at fa bolden til at flytte sig
til siden, men dette er altsa ikke tilfeldet. Det er nok, at bolden har en vandret hastig-
heds-komponent, nér den slippes! Det er hensigtsmaessigt at legge et koordinatsystem
ind, som har begyndelsespunkt i det punkt, hvor bolden slippes (se figur 22). Accelera-
tionsvektoren for bevagelsen ser til ethvert tidspunkt sdledes ud: a(z) =(0,—g). Anden-
koordinaten regnes negativ, da tyngdekraften vender nedad! Starthastigheden betegnes

Vo =(v,v,).

Figur 22

[\\}

a) Bestem et udtryk for hastighedsvektoren v(¢), idet du “regner baglens” fra accele-
rationsvektoren. Afpas de arbitrere konstanter, sa folgende randbetingelse passer:
5(0) =7y = (n,v,).

b) Bestem et udtryk for stedvektoren 7(¢), idet du “regner baglans” fra hastigheds-
vektoren. Afpas de arbitreere konstanter, sa randbetingelsen 7(0) =(0,0) holder.

c) Kaj kaster en bold op i luften med en starthastighed, hvis sterrelse er 12 m/s og som
danner en vinkel pa 50° i1 forhold til vandret. Kaj slipper bolden i hgjden 1,70 meter
over jorden. Beregn et udtryk for stedvektoren og brug den til at besvare folgende
spergsmal: Hvad er den maksimale hgjde, som bolden opnéar over jordoverfladen?
Til hvilket tidspunkt sker det? Hvor langt nar bolden ud? Hvorndr rammer bolden
jorden?

d) (lidt sveerere) Hvilken vinkel skal man kaste bolden op i for at man opnar den stor-
ste kastelengde?
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Opgave 221
7(t)=(R-cos(t), R-sin(¢)) er en parameterfremstilling for en cirkel med radius R.

a) Hvis ¢ angiver tiden, hvor stor er s farten 1 kurven? Er den fast?

b) Foretag et passende parameterskifte, sa farten i banekurven far den faste verdi 25
m/s. Radius er lig med 400 m.

c) Generaliser resultatet fra b) til en cirkel med radius R og hvor farten i kurven er v, .

d) Overvej forskellige parameterfremstillinger, som svarer til at bilens fart eges i
cirkelkurven, eller mindskes.

Opgave 222
Givet den parametriserede kurve 7(¢) = (cos(5 ) sin(3 *)):t20.

a) Beskriv banekurven.

b) Vis, at farten er vokser proportionalt med tiden.
c) Er accelerationens storrelse konstant?

d) Er selve accelerationen konstant?

Opgave 231%

Kurven med parameterfremstillingen

3
F(t) = [x(t)j = {c?s (t)] ; te]0, 2
(1) sin’(¢)

er en del af en sakaldt Asteroide. Du skal i denne opgave bestemme den naturlige para-
meterfremstilling for kurven, idet du undervejs gor brug af, at cos’(¢) +sin’(t) =1, ogsa
kaldet "idiot-formlen”.
a) Bestem et udtryk for hastighedsvektoren.
b) Vis, at farten ved omskrivning kan skrives pa formen 3sin(z) cos(?) .
¢) Vis, at kurvelengde-funktionen med udgangspunkt i 7, =7 kan skrives pa folgende

form: s(t) = %(sin2(t) —%) :
d) Brug c) til at vise, at den naturlige parameterfremstilling for kurven, med udgangs-

punkt i £, =% kan skrives pa formen

(s) = |5 sel-h3
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Opgave 232*

En kurve har folgende parameterfremstilling: 7(¢) = (% t*,1),t>0. Bestem den naturlige

parameterfremstilling for kurven.

Opgave 241

En cirkel med radius R kan parametriseres ved 7(¢) = (R-cos(¢), R-sin(¢)). Vis, at man i

et hvert punkt af banekurven har felgende formel for krumningen: x =1/R.

Opgave 242

Brug formel (15) 1 s@tning 9 til at vise, at 1 specialtilfeldet med en funktion haves fol-
gende udtryk for krumningen i grafpunktet svarende til x-koordinat x:

)
(1+ ()"

K(x) =

Opgave 243 (oplesning af vektorer)

a)

b)

Vi ensker en vektor F skrevet som en sum af to vektorer F, og F,, som er paral-
lelle med to opgivne indbyrdes ortogonale linjer / og m. Den mindste vinkel mellem
F og [ er opgivet til at vaere a.. Idet vi vedtager, at nir man fjerner vektorpilen til
en vektor, s mener man laengden af vektoren, skal du vise, at F, = F -cos(a) og
F, = F -sin(a) . Eftersom F = F +F siger vi, at vektoren F er oplost i F og F
efter retningerne bestemt af linjerne / og m.

Betragt den hejre figur. Her onskes vektoren F oplost efter retningerne bestemt
ved to indbyrdes ortogonale enhedsvektorer ¢ og é,. Vis, at projektionerne er
givetved: F; = (F + €)-¢, 0og Fy =(F « &,)-&,.

Figur 23
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Opgave 244

Bestem krumningen 1 ethvert punkt af grafen for felgende funktioner, idet du benytter
formlen fra opgave 242: a) f(x) =sin(x), b) f(x)=In(x).

Opgave 245%

Undertiden beskriver man en kurve i polere koordinater (r,0), hvilket betyder, at et-
hvert punkt er entydigt beskrevet ved hjelp af en vinkel 6 og en afstand r.

Figur 24

\>x

a) Argumenter for, at almindelige rektangulcere koordinater (x,y) fas ud fra polere ko-
ordinater via formlen (x, y) = (7 - cos(0), 7 -sin(0)) .

Kurven givet ved ligningen » =a -0 i polare koordinater, hvor a er en positiv konstant,
kaldes for Archimedes spiral.

b) Betragt Archimedes spiral for a =1. Vis, at kurven i rektangulaere koordinater kan
beskrives ved parameterfremstillingen (x, y)=(0-cos(0), 6-sin(0)), hvor 6 er pa-
rameteren. Hvis du bedre kan lide det, kan du bruge ¢ i stedet for!

c) Beregn udtryk for 7'(0) og 7"(0) og brug det til at vise, at krumningen i det til
parameteren 0 herende kurvepunkt er givet ved formlen:

2+0?

0 ey

d) Hvad sker der med krumningen, nar 6 — o0 ?
e) Tegn banekurven for Archimedes spiral for a =1.

Opgave 246

En ellipse med den halve storakse a og den halve lilleakse b har folgende parameter-
fremstilling: 7(¢) =(a-cos(¢), b-sin(z)). Bestem et udtryk for krumningen i et kurve-
punkt svarende til parameterverdien .
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Opgave 247

I matematikken defineres de to funktioner cosinus hyperbolsk og sinus hyperbolsk ved
henholdsvis: cosh(x) =1 (e" +e™") og sinh(x) =4 (e" —e ™).

a) Brug definitionerne til at vise, at (cosh(x)), =sinh(x) og (sinh(x)), = cosh(x).
b) Betragt folgende parametriserede kurve:

. x(t) a-cosh(z)
r(t) = = ) ; teR
() b -sinh(z)
Bestem et udtryk for krumningen af denne kurve i punktet svarende til parameter-
verdien ¢.
¢) Angiv et udtryk for krumningsradius i1 punktet svarende til parameterveerdien ¢.
d) Angiv et udtryk for centrum for krumningscirklen i punktet svarende til parameter-
verdien ¢.

e) Vis, at banekurven for ovenstdende parametriserede kurve fremstiller den ene gren
af hyperblen med ligning:

Opgave 248*

Lad 7(¢) vere en reguler parametriseret kurve. Vis, at vinklen mellem tangenterne til
kurven i punkterne svarende til parametrene ¢, og ¢, er givet ved

AB=0(1,)—0(t,) = j (1c-v) dt

hvor k er krumningen og v er hastigheden. Hjelp: Vis forst, at pastanden holder, hvis
der er tale om en naturlig parameterfremstilling, idet du bruger definitionen « = d6/ds .

Opgave 251

Givet en kurve med parameterfremstilling

- x(t) £-1
= = ; —3’ 3
"0 (ym] [ﬁ +th rel=23l

a) Bestem hastighedsvektoren og accelerationsvektoren til ethvert tidspunkt.
b) Vis, at der er tale om en regulcer parametriseret kurve.

¢) Bestem et udtryk for krumningen.

d) Bestem nogle kurvepunkter, hvor krumningen er 0.

e) Brug grafregneren til at skitsere banekurven.
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Opgave 252

Bestem et udtryk for krumningen for den parametriserede kurve i opgave 211. Bestem
dernaest en parameterfremstilling for krumningscirklerne i punkterne svarende til para-
metrene =0 og t=2.

Opgave 311

Et klotoide-stykke med klotoide-parameter 600 og med l&ngden 720 meter gar over i en
cirkelbue. I det folgende skal du benytte resultaterne fra punkterne a) - j) fra afsnit 3.1.
Du kan eventuelt bruge et CAS-vaerktej, sasom Derive eller MathCAD.

a) Bestem hvilken parameter ¢, som svarer til klotoide-stykkets endepunkt.

b) Bestem radius for krumningscirklen i klotoidestykkets endepunkt, samt koordina-
terne for krumningscirklens centrum.

¢) Tegn banekurven for klotoide-stykket og krumningscirklen.

Opgave 312

Man har undertiden ogsa benyttet sakaldte tredjegradsparabler som overgangskurver
inden for vejgeometrien. Hermed menes grafer for tredjegradspolynomier. Du skal reg-
ne pa en sadan i det folgende. Linjestykket 4O gér over 1 grafen for tredjegradspolyno-
miet f(x)=(5-10")-x°, som videre fortsatter over i krumningscirklen i punktet P,
som anfort pa figur 25. Alle mal er i meter.

a) Vis, at punktet P(2000,400) ligger pa overgangskurven.

b) Bestem krumningen for tredjegradsparablen i punktet P (brug eventuelt formlen fra
opgave 242).

¢) Bestem radius samt centrum for krumningscirklen til tredjegradsparablen i P.

d) Argumenter for, hvorfor krumningen er kontinuert i O.

Figur 25

1000 1
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Opgave 313

Prov at frembringe klotoiden fra figur 9 ved hjelp af et CAS-varktej, sdsom Derive
eller MathCAD. Parameterfremstillingen er givet under (25).

Opgave 314*

Som sagt skal der tages hensyn til mange forhold ved anlaeggelse af en vej. Et af dem er
oversigtsforhold. Chauffererne 1 de enkelte keretejer skal have mulighed for at se
hinanden tilstreekkeligt tidligt til, at de kan foretage forskellige handlinger, sasom at
foretage overhalinger eller standse eller undvige for farer. I det folgende skal vi betragte
blot en enkelt af adskillige situationer: En bil kerer 1 en horisontal cirkuler kurve med
radius R og foreren skal kunne se en forhindring leengere fremme pd samme cirkel. Af-
standen fra cirklen til naermeste sigthindrende genstand betegnes d og sigteleengden,
dvs. lengden af cirkelbuen ABC, betegnes S.

a) Vis ved brug af figur 26 nedenfor, at hvis man tilnermer sigtelengden med sum-
men af leengderne af korderne 4B og BC, si fas sammenhzangen S =8Rd .

Figur 26

Denne sammenhang kan for eksempel bruges til at fastlegge den mindste radius man
skal anleegge vejen med, givet en bestemt dimensioneringshastighed v og afstand d til
narmeste sigthemmende genstand. Bilerne skal i det mindste kunne nd at standse inden
de rammer hinanden. Det kraver en afstand svarende til det dobbelte af standseleengden
for én bil. Standseleengden er summen af reaktionsleengden og bremselengden. Reak-
tionslengden er det stykke, som bilen nar at kere inden foreren nér at opfatte faren, og
den er klart lig med v-¢,, hvor ¢, er reaktionstiden. Bremselengden er det stykke bilen
nar i tidsrummet fra foreren opdager faren, til han har standset bilen. Man kan vise fol-
gende formel for bremselaengden, hvor a er den (negative) acceleration, som bilen har
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under nedbremsning: s, = —vz/ (2a) . Man kan vise, at den maksimale acceleration er
ligmed —p- g, hvor p er gnidningskoefficienten og g er tyngdeaccelerationen. Altsa er

standselengden mindst lig med
2

S=8p+8p = V-ip +_2ug

b) Hvor stor skal radius i cirklen mindst vare, hvis dimensioneringshastigheden er 60
km/t, reaktionstiden er 2 sekunder, gnidningskoefficienten sattes til 0,35 og afstan-
den til den nermeste sigthemmende genstand er 10 meter?

Opgave 321
Givet kurven med parameterfremstilling 7(f) = (cos(3 %), sin( t*));t>0.

a) Bestem udtryk for hastighedsvektoren og farten.
b) Vis, at accelerationen udtrykt i det ledsagende koordinatsystem er: @=1-7 +¢*-7i .
¢) Hvad kan du sige om bevagelsen?

Opgave 322

Givet kurven med parameterfremstilling 7(f) = (£*,¢);t e R.

a) Bestem udtryk for accelerationens tangential-komponent og normal-komponent.
b) Hvilke sterrelser har komponenterne til tiden ¢ = V2.
c) Til hvilket tidspunkt er normal-komponenten storst?

Opgave 331

En vej er dimensioneret til, at man kan kere 90 km/t pa den. Den anlaegges med en side-

haldning pa i =50 promille. Radius i kurven er 400 meter.

a) Omsat sidehaldningen til en vinkel o, idet i = tan(ot) . Angiv resultatet i grader.

b) Benyt formel (34) og tabellen sidst i afsnit 3.3 til at afgere, om man kan kere for-
svarligt 1 kurven?

¢) Hvad hvis man reducerer radius i kurven til 300 meter?

Opgave 421

I denne opgave skal du udregne hastigheder og g-pavirkninger i en rutsjebane. Vi vil
antage, at der ikke er nogen gnidning eller luftmodstand, séledes at man kan udnytte at
den mekaniske energi er bevaret. Antag, at rutsjebanevognen starter fra hvile i punktet 4
i et hgjdeniveau, som er 35 meter over hgjdeniveauet pa det flade stykke i B. Antag
endvidere, at loopet har en hejde pd 18 meter, dvs. punktet C ligger 18 meter hgjere
oppe end B, samt at krumningsradius i toppen af loopet er 6,60 meter.
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a) Benyt energibevarelse til at bestemme hastighederne i B og C.
b) Hvor stor er g-pdvirkningerne 1 henholdsvis B og C?

Figur 27

\
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Opgave 422

Pé figur 28 forestiller vi os et loop sammensat af nogle rette linjestykker og nogle cir-
kelbuer med forskellig radius. Precist hvordan fremgér af figuren.

a) Er kurven differentiabel?
b) Er krumningen kontinuert i alle punkter pd kurven?

Figur 28

Antag, at R =16 meter, og at farten af rutsjebanevognen pd det flade stykke AB er lig
med 90 km/t, samt at der kan regnes med bevarelse af den mekaniske energi under be-
vaegelsen.

c) Bestem loopets hgjde H.
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d) Udnyt energibevarelsen til at finde vognens fart i punkterne C og D?

e) Benyt formel (35) eller (36) til at bestemme den effektive tyngdeaccelerationsvek-
tor samt g-pdvirkningen umiddelbart efter, at vognen har passeret punkterne B og C
og i punktet D. Argumenter i den forbindelse for, at fartens afledede v' er 0 i B og
D. Det oplyses, at v' =—g i punktet C.

Opgave 423* (Modelopgave)

I denne opgave skal vi opbygge en matematisk model for bevagelsen 1 et cirkulert
loop. Vi skal se bort fra gnidning og luftmodstand, s& vi kan benytte bevarelsen af den
mekaniske energi, som er givet ved formlen £, = %mv2 +mgh . En parameterfremstil-
ling for bevegelsen i loopet kan angives pa formen 7(¢) = (R-cos(d)(t)), R 'sin(d)(t))) ,
hvor ¢(¢) angiver vinklen til tiden 7, regnet i radianer i forhold til vandret. Startbetingel-

ser 1 bunden af loopet i B: v(0) =v, (start-farten), ¢(0)=—73.

a) Bestem et udtryk for v(¢) og vis felgende formel for farten: v(¢) = R-¢'(¢).

b) Vis, at farten ogsa kan udtrykkes ved v = \/ vg —2gR - (1+sin(d(2))) , idet du udnyt-
ter energibevarelsen. Hjeelp: Vis, at h = R(1+sin(¢(z))), hvis & sattes til 0 i B.

c) Differentier udtrykket for v(¢) i b) og vis, at v'(£) =—g-cos(§(z)). Hjeelp: 1 de lidt
vanskelige differentiationer med sammensatte funktioner fas et udtryk med ¢'(¢).
Ifolge a) og b) kan ¢'(t) =1/R '\/vg —2gR-(1+sin(¢(z))) da substitueres.

d) Benyt formlerne i b) og c) til at bestemme verdier for ¢, v og v' i hvert af punkter-
ne C, D, E og F samt umiddelbart efter passage af punktet B, idet det oplyses, at
vy =27m/s, R=8,10m.

e) Ifolge (30) kan accelerationen skrives op som @ = v'-f + (V2 / p)-7i, hvor f og 7
er enhedsvektorer i henholdsvis tangentens og normalens retning, og hvor p er

krumningsradius, her lig med R. Inds@t vaerdierne udregnet i d) 1 udtrykket for a,
og brug det til at indtegne accelerationsvektoren i1 hvert af punkterne punkterne B,
C, D, E og F. Tegn desuden tyngdeaccelerationsvektoren ¢ og derefter den
effektive tyngdeacceleration g.; = ¢ —a ind 1 hvert af punkterne.

f) Bestem | geff| og bestem g-pavirkningen i hvert af punkterne B, C, D, E og F.

Figur 29
F




© Erik Vestergaard — www.matematiksider.dk 45

g)

h)

Vis ved hjelp af a) og b), at vinkelfunktionen ¢(z) i bevaegelsen skal tilfredsstille
folgende differentialligning: ¢'(r)=1/R- \/ vg —2gR - (1+sin(d(2))) .
Losningen til differentialligningen under g) kan ikke udtrykkes ved de sa@dvanlige

funktioner. Derfor ma man ty til numeriske metoder. Den sékaldte Standard Runge-
Kutta-metode af orden 4 kan med fordel benyttes. Hvis du har adgang til et CAS-
veerktej, sdsom Derive, kan du anvende nevnte numeriske metode. Det vil kunne
give dig vinklen ¢(¢) for en raekke valgte verdier for tiden . Prov det!

Hjemmesider

www.vejregler.dk (masser af information fra vejdirektoratet).

www.2dcurves.com (omfattende side med kurver i planen).

www.matematiksider.dk/vejgeometri.html (mere om vejgeometri pd min hjemmeside).

www.rcdb.com (en stor database om rutsjebaner).

www.coasterforce.com.
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