AME>=-IXP>AM

v




Fraktaler

Vejledning

Denne note kan benyttes i gymnasieundervisningen i matematik i 1g, eventuelt efter
gennemgangen af emnet logaritmer. Min hensigt har veret at give en lille introduk-
tion til en anderledes slags geometri end den sedvanlige, som et eksempel pa en ek-
sotisk gren af matematikken. Noten er udformet. sa man undervejs skal lgse en reekke
gvelser for at na frem til pointen.

Erik Vestergaard, Haderslev.

Et snefnug

Betragt et linjestykke med l&engden 1.

Figur 1

Inddel linjestykket i tre lige store dele og fjern den midterste tredjedel. Det fjernede
stykke erstattes af to nye linjestykker BC og CD af samme la@ngde, som vist pa
figuren nedenfor. BCD er séaledes hjgrnerne i en ligesidet trekant.

Figur 2




Ovelse 1

Hvad er lengden af kurven i figur 2 ?

Fortset nu med at inddele hver af de fire linjestykker AB, BC, CD og DE i tre lige
store dele. Fjern det midterste stykke og erstat det med “en spids”, saledes at spisen
og den fjernede midterste tredjedel som fgr udggr en ligesidet trekant. Herved fas
felgende billede:

Figur 3

Ovelse 2

Hvad er lengden af kurven pa figur 3?

Fortset med at "sette en spids pa” hvert af linjestykkerne i figur 3. Herved fas fgl-
gende figur:

Figur 4

Ovelse 3

Find lengden af kurven og forsgg om du kan finde et system i, hvor meget l&ngere
kurven bliver, hver gang man setter flere spidser pa.



Vi kunne nu i princippet fortsatte denne proces lige s mange gange, vi matte gnske
det. I matematikkens verden kan man endda forestille sig processen fortsat uendeligt
mange gange. Herved opnas en hgjst besynderlig kurve, som ser ud som noget i ret-
ningen af kurven pa nedenstaende figur.

Figur 5

Kurven betegnes snefnugget eller Koch’s kurve til @re for den svenske matematiker
Helge von Koch, som i 1904 studerede denne markelige kurve.

Ovelse 4

Brug resultaterne fra forrige gvelse til at finde l&engden af snefnugget.

Det specielle ved en kurve sasom snefnugget er blandt andet, at hvis man gar tettere
pa den i et mikroskop, sa vil man se et billede, som fuldstendigt ligner figuren i fuld
stgrrelse. Kurven siges at vare selvsimileer eller selvligedannet. Det er en helt ny
egenskab i forhold til de gamle, traditionelle geometriske figurer, studeret lige siden
oldtiden, for eksempel cirkler og polygoner. Nedenfor ”zoomer” vi ind pa en cirkel.

Figur 6

(a) (b) (c)

___________________




I delfigur 6(a) angiver rektanglet den del af cirklen, vi gerne vil se en forstgrrelse af.
Forstgrrelsen ses herefter i delfigur 6(b). Vi gnsker at zoome yderligere ind til omra-
det markeret med det lille stiplede rektangel. Resultatet ses i delfigur 6(c). Vi ser, at
jo mere vi zoomer ind pa en cirkel, jo mere vil kurven komme til at ligne en ret linje.

Med fraktaler er det anderledes. De vil fortsette med at have en righoldig struktur,
ligegyldigt hvor meget man zoomer ind pa dem. En anden ting er, at nogle fraktale
kurver, som for eksempel snefnugget, snor sig sa ubehersket, sa de faktisk har en
uendelig lengde. Betegnelsen fraktal blev ferst anvendt af den franske matematiker
Benoit Mandelbrot, og udtrykket stammer fra det latinske ord fractus, som betyder
irreguleer. 1 det fglgende skal vi se, hvordan vi kan tillegge en fraktal en ikke-hel-
tallig dimension.

Hvad er dimension?

De fleste har hgrt dette begreb brugt i dagligdagen. Hvad er dimensionerne af bor-
det? (Der hentydes til leengde, hgjde og bredde) eller udtrykket film i tre dimensioner
(3D). 1 sidstnvnte tilfelde er der tale om, at man udover bare at se et plant billede
ogsa fornemmer dybden i billedet.

Man taler om, at en [linje har dimension 1 (der er kun en lengde), en udfyldt firkant
har dimension 2 (der er en lengde og en bredde) og en massiv kasse har dimension 3
(der er en leengde, en bredde og en hgjde).

Figur7

(a) (b) (©)

En cirkelperiferi har i gvrigt ogsa dimension 1. Vi ma udvide vores dimensionsbe-
greb hvis vi gnsker at tillegge fraktaler en dimension. De selvsimilere fraktaler har
som navnt den egenskab, at de bestar af mindre dele, som hver iser er formindskede
kopier af fraktalen selv. Snefnugget er et eksempel herpa, som figur 8 pa naste side
antyder.



Figur 8

S e

Lad n vare antallet af disse formindskede kopier og lad s vere det tal, som man skal
gange den formindskede kopi op med for at fa hele fraktalen. Angaende s s& henty-
des til den linecere forstgrrelse: Altsa s er forholdet mellem l@ngden af hele fraktalen
og leengden af den formindskede kopi. s kaldes skaleringsfaktoren.

Definition af dimension

Dimensionen for en selvsimiler fraktal er det tal d, som opfylder n = s?, hvor n er
antallet af formindskede kopier og s er skaleringsfaktoren.

For snefnugget er n =4 ifglge figur 8. Figuren viser desuden, at s =3, idet lengden
af hele fraktalen er 3 gange sa lang som le@ngden af en af de formindskede kopier.
Altsa skal vi bestemme d, si 4 =3¢

Ovelse 5

Bestem d. Hjeelp: Hvis du kender til logaritmer kan du bruge dem til at lgse opgaven.
Ellers kan du prgve dig frem pa lommeregneren.

Vi skal se pa et par andre eksempler pa selvsimilere fraktaler, nemlig den sakaldte
Sierpinsky-trekant og Sierpinsky-svampen. Fgrstnavnte fremkommer ved en proces,
som er beskrevet pa figur 9 pa naste side. Sidstn@vnte kan du finde afbildet pa figur
10 pa naste side. Overvej ved hvilken proces den er fremkommet!

Ovelse 6

Bestem dimensionen af bade Sierpinsky-trekanten og Sierpinsky-svampen.



Figur 9
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Afsluttende kommentarer

Vores nye definition af dimension pa side 6 dekker altsa alle selvsimilare figurer.
Det er imidlertid vigtigt at kontrollere, at denne nye definition stemmer overens med
vores “gamle” opfattelse af begrebet dimension, altsd i de tilfelde, hvor begge
definitioner kan anvendes. Tag for eksempel det udfyldte kvadrat fra figur 7(b). Der
er tale om en selvsimiler geometrisk figur, idet kvadratet kan opfattes som bestaende

af fire formindskede kopier af kvadratet selv, som vist pa figur 11.

Figur 11

Ifplge vores gamle dimensionsbegreb skal dimensionen vare 2. Lad os se, om
dimensionen ogsa bliver 2, hvis vi bruger den nye definition. n =4, da der er fire
sma kvadrater og skaleringsfaktoren er klart 2, da hele kvadratet er dobbelt sa langt
som hver af kopierne. Altsa skal d tilfredsstille 4 = s/ . Det passer med, at d =2 !

Efter vores gamle dimensionsbegreb skal for eksempel en cirkelperiferi have dimen-
sion 1, ligesom den rette linje har. Det nye dimensionsbegreb kan dog ikke anvendes
1 dette tilfeelde, idet cirkelperiferien ikke er selvsimiler. Med den nye definition kan
vi altsd finde dimensionen af nogle nye figurer, sasom snefnugget, men den kan ikke
klare alle de gamle figurer. Det var gnskeligt, om der fandtes et dimensionsbegreb,
der kunne bruges i alle de tilfelde, vi har overvejet her i noten. Et dimensionsbegreb,
som tillige kunne angive dimensionen for fraktaler, som ikke er selvsimilare. Det
viser sig, at et sadant dimensionsbegreb eksisterer, og betegnes Hausdorff-dimensio-
nen, og 1 de tilfelde, hvor tidligere metoder virker, giver Hausdorff-dimensionen det
samme tal som tidligere metoder. Hausdorff-dimensionsbergrebet er dog for kompli-
ceret til at blive gennemgaet her.

Et eksempel pa en ikke-selvsimiler fraktal er Mandelbrot-mengden, opkaldt efter
den tidligere omtalte franskmand, Benoit Mandelbrot. Det er imidlertid en helt anden
historie, som vi ikke vil bergre her.



Lgsninger til opgaver

Ovelse 1:

Ovelse 2:

Ovelse 3:

Ovelse 4:

Ovelse 5:

Ovelse 6:

Langden er

(SIS

Langden er

(SIS
(SIEN
1]

Langden er —-—-% = %. Hver gang der sattes et nyt st spidser pa

forgges lengden med en faktor %.

Man ma sige, at lengden af snefnugget er uendeligt langt, eftersom

(%)n—wo forn —oo.

Det eksakte tal er M =1,2619...
log(3)
) ) .. log(3)
Den eksakte dimension af Sierpinsky-trekanten er =1,5850...
log(2)
mens den for Sierpinsky-svampen er log(20) =2,7268...
log(3)
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